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+ Green-Funktion

Wir betrachten (z.B.) eine inhomogene lineare DGL 2. Ordnung
y' +y=r()

Die allgemeine Losung mit y(0) =0 und y(g) = 0 (Randwertaufgabe) setzt sich aus der
allgemeinen Losung der zugehorigen homogenen DGL 3" + y = 0 und einer partikuliren Losung
der inhomogenen DGL zusammen.

Fiir eine partikuldre Losung wére eine geschlossene Darstellung

%
y(x) = /G(x,t)r(t)dt
0

wiinschenswert, die fiir alle Stérfunktionen r(t) gelten wiirde.
Die Funktion G ist nach George Green (1793-1841) benannt, der sie zur Losung
partieller Differentialgleichungen verwandte.

Das Beispiel —y" =r(z) y(0)=0,y(1)=0, 0<z<1

fithrt durch zweimalige Integration zu einer Green-Funktion.

T

y'(z) = —/r(t)dt—i—co

0
T t
y(z) = — /(/r(s) ds) dt + cox + 1 Die Variablen wurden umbenannt, damit keine
0 0 Kollision mit der rechten Grenze entsteht.
T t
= — /1 (/ e )dt +... Nun kann partiell integriert werden.
0 0 Die Idee fiihrt hier zum Erfolg.

z x

t
= — t/r(s)ds —i—/t-r(t)dt—i—cox—i-cl
0 0 0

(t —x)r(t)dt + cox + 1 Die Randbedingung y(0) = 0 liefert ¢; = 0.

I
O\&

=

1
Aus y(1) =0 folgt /(t —Dr(t)dt+co=0
0

(t—z)r(t)dt+z | (1 —t)r(t)dt —(t-1)=1-t

I
O\&

0
x 1 1 z 1
= [t —z)r(t)dt+ | (1 —t)r(t)dt =[+/, (t—x)+z(1-t)=t(1—-2)
/ / [-]]
: e(1—t) 0<z<t<l
:/G(x,t)r(t)dt G(z,t) = (-2) O0<t<z<l
0

G ermoglicht eine Zusammenfassung.
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+ Green-Funktion
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+ Green-Funktion

Um zu erkennen, aus welchen Eigenschaften der Green-Funktion

Gi(z,t) (x,t) € Ay
Gla.t) = Go(z, 1) (2,t) € Ay

folgt, dass
b

y(x) = /G(x,t)r(t)dt

a

die DGL (z.B.) aq(2)y"(z) + a1(2)y'(z) + ap(z)y(z) = r(z) Randbedingungen ..., a<z<b
16st, leiten wir ab.

T b
y(z) = / Gl 1) () dt + / G, £)r(2) dt

x
0Go
y(@) = [Galw,2) = Galw )] -r(@) + [ S22, )r(t)dt
= 0, da G stetig a
b
0G1 . . : .
+ | —(z, t)r(t)dt Die Ableitung erfolgt mit der Leibnizregel
Ox i .
. iir Parameterintegrale.

Die 2. Ableitung wird in gleicher Weise gebildet.

T b
dG G, 0?Go G
! _ — .
y'(x) = [—&v (z, x) B (x, z)] r(z) + 52 (x, t)r(t)dt + / 52 (x, t)r(t)dt
S Bei dieser Wahl fillt r(¢) spéter heraus.
as(x)
/ 0*G
_ r(@)
= @ + 52 (x, t)r(t)dt

Diese Ausdriicke werden nun in die DGL eingesetzt.

b
2
r(x) +/ [CLQ(JC)ZTC;(QC, t) + al(x)g—i(:c, t) + ao(:c)G(x,t)] r(t)dt = r(z)

= 0, wenn G(z,.) die homogene DGL 16st.

Wenn G(z,.) die homogenen Randbedingungen erfiillt, {ibertriigt sich das auf y(x), siehe Seite 9.

T © TRoolfs
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+ Green-Funktion Nachweis

Yy =r(), y(0)=0, y(&)=0

Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung lautet: y(z) = ¢y sinx + ¢y cosx
Die Funktionen y;(z) = sinz und ya(z) = cos x bilden also ein Fundamentalsystem.

—costsinx

G(z,t) =

—coszxsint

Die Randbedingungen sind fiir G erfiillt:
G(0,t) =0
G(5,t)=0

Die Sprungbedingung

@(x ) — G,

o W(x, x):m

bedeutet hier: sin?x + cos?x =1

3
y(x) = [ Gz, t)r(t)dt
/

, B
— /Gg(x,t)r(t)dt—i-/Gl(xat)r(t)dt

r(x) = 2x y(r) =2x —wsinx
2
r(z) = 2 y(x) :(2—%)sinx+2008x+x2—2

Zur Randwertaufgabe

y'+y=r(x), y(0)=0, y(x) =0

gehort
cosxsint

0
G(.%',t) = 0

costsinx

IN
IN
8
IN
3

1T © TRoolfs



+ Green-Funktion ermitteln

az(x)y"(z) + a1(2)y'(z) + ap(z)y(x) = r(z) Randbedingungen ..., a <z <b

Gi(z,t) (x,t) € Aq
Ga(z,t) (x,t) € Ao

Fundamentalsystem 1 (x), pa2(x)

Naheliegender Ansatz fiir G, da G(z,.) die homogene DGL erfiillen muss:
2 2
Gi(z,t) =) Cre(H)pr(x),  Galw,t) = Di(t)ew(x),
k=1 k=1

Eine dquivalente geschickte Formulierung dieses Ansatzes ermdoglicht eine schrittweise Berechnung.
By, Bs ergeben sich dann aus der Stetigkeits- und aus der Sprungbedingung,
Ay, Ay aus den beiden Randbedingungen.

(Ax(t) + Bi(t)) ()

M

Gi(z,t) =

Eol
[
A
N
-
|

M

Ga(z,t) = ) (Ak(t) — Bi(t)) pr(z) B,

B
Il
—

Die Stetigkeit auch auf der Diagonalen verlangt:

D> (Ap(@) + Br()gr(z) =D (Ap(x) — Be(@)on(z) = > Bi(@)gr(z) =0

k 1 k=1

—

Die Sprungbedingung fordert:

> (Ak(x) = Br()) ¢ (x) = Y (Ar() + Bi(2)) ¢}, (x) =

k k=1

—

Dies lasst sich in Matrizenschreibweise zusammenfassen:

e1(x)  pa() Bi(x) B 0
A @) \B@)  \colm

Wronski-Matrix

Das Gleichungssystem ist zu lsen, z.B. mit Determinanten (Cramersche Regel).
Die Randbedingungen fithren zu einem Gleichungssystem der Ay, die By sind ja bekannt.

T © Roolfs
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+ Green-Funktion Beispiel

y'+y=r(x), y0)-y(m) =0, ¢y'(0)-y(r)=0

Die Funktionen ¢1(z) = cosx und ¢o(x) = sinz bilden ein Fundamentalsystem.

I
S

Gi(z,1) (Ax(t) + Bi(t)) pr(z)
Ga(z,t) = Y (Ax(t) — Bi(t)) pr(x)
p1(@) (@) (Bi(@)) 0
4@ @) \Bw) \um
cosx sinx By (z) 0
—sinz cosz By (x) - —%

= Bl(x):%sinx, Bg(x):—% cos T

Durch Auswerten der Randbedingungen
G(0,t) — G(m,t) =0 d.h. G1(0,t) — Ga(m,t) =0
G.(0,t) — Gy(m,t) =0

erhilt man A (x) = Az(z) =0

Die Greensche Funktion lautet dann (Additionstheorem sin(z —t) = sinxz cost — sint cosx):
1 .
Gi(z,t) = —5 sin(z — 1)

Galz,t) = 3 sin(z —t)

Losung der Randwertaufgabe:

y(z) = / Gla, t)r(t) dt
0

1 f 1
= 5 [ Ga(z, t)r(t)dt —
i




+ Green-Funktion Beispiel

T

Go(z,t) = Y (Ax(t) — Bi(t)) pr(x)
v1(x)  pa(x) Bi(x) B 0 1 e’ Bi(x) B 0
A ph@) \B@)  \-5om 0 e Bs(x) -3
—  Bilw)=3, Bya)=-3¢"
Gilz,t) = Ai(t) + 3 + (Aa(t) — 2et)e”
Galz,t) = Ai(t) — 3 + (Aa(t) + 2et)e”

Dies eingesetzt fiihrt nach
umfangreichen Umformungen zu:

o1t

176(630—1) 0<z<t<l1
G(z,t) =

e3L'—15_€1—t

Tse T 1 0<t<zr<l1

Bemerkenswert: Gi(x,t) # Ga(t, )

T © Roolfs




+ Es geht auch einfacher

Die vorige Randwertaufgabe

y' =y =r(x), Riy0)=0, Rx:y'(0)—y'(1)=0

kann auf recht einfache Weise mit dem folgendem Ansatz gelost werden.
(Das vertreibt auch die Zweifel an der Richtigkeit der Losung.)

Auy(z) + Bua(z) 0<z<t<l1
G(z,t) =
ut(x) + Auy (z) + Bug(z) 0<t<z<l1

up(z) = e —1
ug(z) =1 uy und ug 16sen die DGL y” — 9/ = 0 und erfiillen Ry bzw. Rs.

w(r) = e*t—1 ug ist so zu wihlen, dass gilt: u(t) =0 und uy(t) =1

Der Ansatz geniigt offensichtlich der Stetigkeits- und der Sprungbedingung G4 (z,z) = G (z,z) + 1.
A und B werden mit den Randbedingungen bestimmt.

Ry: y(O) =0, Gl(O,t) =0, A’U,l(O) —i—B’U,Q(O) =0 = B=0
=0 —1

)

Ry y/(0) —9/(1) =0, G1(0,t) = Gy(L,1),  Awy(0) = () +Awi (1) = A
—— —— ——

= —el—t —e

—_
|
®

elft
176(630—1) 0<z<t
G(z,t) = )
—t
e$—t—1+‘i:(ex—1) t<zr<l1

Dies stimmt mit der vorigen Losung iiberein.
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+ Randbedingungen

Homogene Randbedingungen (z.B.) fir G:

GO,t) —G(mt) =0 d.h. G(0,t) = G(m,1)

ROH-Fmn=0 dh 0.0 =5

Es ist ersichtlich, dass diese Randbedingungen dann auch fiir y gelten.
y(0) = y(m)
y'(0) = ¢/(m)

T © Roolfs



+ Spezialfall

Im Eingangsbeispiel — —¢y” =r(z) y(0)=0, y(1)=0, 0<z<1

hatte die Green-Funktion eine erfreulich einfache Struktur:

x(1—1t)

0<z<t<
t(1—x) 0<t<z

1
G(x,t) =
(2,1) )

IN

o(x) =z, Y(x) =1 -2z bilden ein Fundamentalsystem.

Hier ist also

G(z,t) =

Die Randbedingungen haben im Beispiel die einfache (separierte) Form:

©(0) =0, (1) =0

Damit fiir

ag(x)y"(x) + ar(2)y' (z) + ao(x)y(z) = r(z) p(a) =0, $(b) =0

die Green-Funktion die Struktur

Auf die Reihenfolge ist zu achten.

haben kann, muss ¢ = gewahlt werden.

1
az ()W (t)
Hierbei ist W(t) = ¢(x)¢'(z) — ¢'(x)1)(x) die Determinante der Wronski-Matrix.

Die Wahl von ¢ folgt unmittelbar aus der Sprungbedingung;:

) . ' () (t)
%(l', x) — %(l‘, x) = @) %(x,t =c o(t) Y (z)

Die Randbedingungen sind fiir G mit Gi(a,t) =0 und Ga(b,t) = 0 erfiillt,
die Stetigkeitsbedingung ohnehin. Somit liegt hier die Green-Funktion vor.

Zur Erinnerung:
Das Vorliegen der Sprungbedingung garantiert, dass wenn G(z,.) die homogene DGL 16st,
r(z) herausfillt und somit y(z) die Randwertaufgabe 15st.

Im Eingangsbeispiel gilt as(x) = —1 und W (t) = —1, das Produkt ist also 1.
T © TRoolfs
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+ Green-Funktion Beispiel fiir den Spezialfall

Randwertaufgabe
y'+y=[f(x), y(0)=0,y(1)=0

Fundamentalsystem: y;(x) =sinx, ys(z) = cosz
y1(z) = sinz erfiillt y(0) =0, ya(x) = cos(x — 1) erfiillt /(1) = 0.

Die Wronski-Determinante betridgt W (t) = —cos1 (Additionstheorem).

Damit finden wir

sinz cos(t — 1)

T sl 0<z<tL1
cos
Gla,t) = _ sintcos(z — 1) 0<i<zp<l
cos1 -
-1.6
1
0.5 1
0.8
0.6
oGz 0.4

T © TRoolfs
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+ Heaviside-Funktion

Einfachstes Beispiel
y/(.%') - f(x)a y(O) =0, z ¢ [07 1]

Die Losung lautet:

x 1
y(z) = / f(t)dt = / Gl t) £ (1) dt
0 0

O<zr<t<Ll1

G(x,t
(z1) 0<t<z<1

I
—N—
= O

Wir erkennen:

G(z,t) = H(x —t) Heaviside-Funktion

Yy
1
L T T
0 z <0
H(z) =
1 0<x
0.41
0.2
o]
1
0.8
Die Green-Funktion e (04
) p@)pt) o<t

Glo.t) = a(OWE) ) ot)y(z) t<az

kann damit auch einzeilig angegeben werden:

Gla.t) = i (H( = 2)p(@)w(t) + Hz — ) e(t) ()

T © TRoolfs
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+ Alternativer Weg zur Green-Funktion

b
Sei y(z) = /G(x,t)r(t)dt

eine Losung der Randwertaufgabe

y"(z) + ¢ (z) + y(z) = r(z) Randbedingungen ..., a<z<b

Wir setzen die Losung in die DGL ein, vertauschen Integration und Differentiation
und klammern aus:

b
/( aa_; G(z,1) + % G(x,t) + G(x, 1)) r(t) dt = r(z)
‘ 5(z —t)

G(z,t) muss also

02 0
92 G(@,t) + 5 G(z,1) + G(z,t) = 0(z — 1)
16sen.

Die Gleichung kann dem Auffinden von G dienen.

5% G(z,t) hat dann einen Sprung bei z = ¢t und G(z,t) an diesen Stellen einen Knick.

T © Roolfs
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+ Beispiel
Betrachten wir noch einmal das Eingangsbeispiel:
0, y(1)=0, 0<z<1

Wir suchen die Losung der Gleichung

82
792 Gz, t) = —6(z — 1)

—
9 4 0<z<t Die 1. Ableitung muss eine Sprungfunktion sein.
a—G(x,t) =
€z -1 t<zx<l1
Ciz + Cy 0<z<t Integration
G(z,t) =
(Cl—l)-.%'-i-Cg thSl

Beide Teilfunktionen miissen fiir z = ¢ tibereinstimmen, d.h. es muss gelten
Cit+ Cy = (C1 — 1)t + Cs

Daraus folgt: C35 = C5 +t und man erhilt:

Cix + Cy
Gz, t) =
(1) (Cr—1)-z+t+Cy

G(z,t) muss die Randbedingungen erfiillen, es muss gelten G(0,t) =0 und G(1,t) =0 bzw.

Ci1-0+Cy =0
(Ci=1)-14+t+Cy =0

Daraus folgt Co =0 und Cy =1 —t.

Die Greensche Funktion lautet also:

(1—-t)x 0<z<t
G(x,t) =
(2,) tl—2) t<z<l1

© TRoolfs




+ Einheitsimpuls

y"(z) + v (z) + y(xr) =r(z) Randbedingungen ..., 0<z <1

Die Gleichung
2 Glet) + L G, t) + Gla,t) = 6z —t
2 Gla,t) + 2 Gl t) + Gla,t) = bz — 1)

erlaubt eine physikalische Interpretation.

Sie beschreibt durch z — G(x,t) die Reaktion des Systems auf einen Einheitsimpuls
an der Stelle x = ¢.

= aa—; Gz, t)r(t) + a% Gz, t)r(t) + Gz, t)r(t) = r(t)d(x —t)

x — r(t)G(z,t)

ist die Losung der Differentialgleichung fiir den Fall, dass nur ein Impuls r(¢)d(x — t)
der Stirke r(t) an der Stelle z = ¢ auftritt.

1
Die Summation der Impulse r(¢)d(x —t) fiir t € [0, 1] fiithrt zur Integration: r(z) = /r(t)é(:c —t)dt
0

1

y(z) = /G(:c,t)r(t)dt

0

besagt nun, dass man die Losung durch Summation/Integration
der Beitrige der einzelnen Impulse erhélt.

051
0.4
03]
0.2
0.1 B e
/7/' /;/:\ s \\i\\ =
Eesessmene iy
08 !

Hier werden die Reaktionskurven 04

fiir das Eingangsbeispiel

0.2

—y" =r(x) y0)=0, y(1)=0, 0<z<1

fiir verschiedene ¢ sichtbar (Schrittweite 0,1).
T © TRoolfs
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+ Wirkung zweier Impulse

Die Wirkung der Einheitsimpulse an den Stellen 1 = 0,1 und x5 = 0,2 wird veranschaulicht.
An der Riickwand des Quaders ist die Gesamtwirkung zu sehen.

T(fI,') = 1[2?1—5,%1-{-6} + 1[&02—5,2:2—}—5]

1

y(x) = /G(x,t)r(t)dt

0

Die Summation/Integration in ¢-Richtung diirfte nun plausibel sein.

T © Roolfs
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+ Symmetrie und Eindeutigkeit der Green-Funktion

y"(z) + ay'(x) + by(x) =... Randbedingungen ..., a <z <b

Seien f und h beliebige stetige Storfunktionen.
Fiir das Randwertproblem mit der Green-Funktion G(x,t) betrachten wir:

b b
ufp(x) = /G(:c,t)f(t) dt, vp(z) = /G(m,t)h(t) dt

Zur Vereinfachung der Schreibweise sei L der zur DGL gehorige Differentialoperator:

Lioy(@) — 25 y(@) + a2 y(@) + by(x)

Weil uy und vy, das jeweilige RWP losen, gilt:

Llug(z)] = f(z)

Llvn(z)] = h(z)

G(z,t) ist symmetrisch in  und ¢, falls

b b

/ (@) L[u(z)] dx = / w(z)Llv(z)) dz

a a

fiir alle Funktionen w und v gilt, die die Randbedingungen erfiillen.
Das RWP wird als selbstadjungiert bezeichnet.

Begriindung:
b b b b
//G(x,t)h(t)f(x)dtdw = //G(x,t)f(t) h(z)dtdx uf, vy, eingesetzt
b b
= //G(t,x)f(:c) h(t)dtdx x und t vertauscht
G(z,t) = G(t,x) beachte: f und h beliebig
b b

Der Ansatz mit G; und G, fiihrt zur Eindeutigkeit.
1T © TRoolfs
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