Beweis der Naherungsformel fiir die Binomialverteilung
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1730 entwickelte de Moivre eine Nédherungsformel fiir p = % Laplace konnte sie 1812 verallgemeinern.

n n\ 11 k- : 1
1/2(X=k)=(k)-ﬁ%g@(7u) mit p(u) = 5=e

u?
2

Um die approximierende Funktion zu ermitteln, richten wir unseren Blick zun#chst auf die Binomialko-

effizienten und stellen sie fiir n = 40 grafisch dar. Diese Werte scheinen die Form des Graphen schon zu
1

bestimmen. Bei niherem Hinsehen ist dies auch nicht verwunderlich, da P14/02(X =k) = (413) - 510 ist.

40 _
( 20) = 137846528820
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(450) — 658008 % % 658008 = (gg)
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Um das Verhalten der Binomialkoeffizienten (Z) fiir n — oo zu untersuchen, werden die m-Werte in
ihrer relativen Lage zu % betrachtet, n muss hierbei gerade sein. Wir schreiben die Binomialkoeffizienten

um: ap = (n%f k), ar = a_j. Problematisch ist noch die Groflenordnung. Daher nehmen wir den Anteil

von ay am grofiten Wert ag = (2: )

ap  (n=k+1) (n—k+2) .. (n—k+k) (1- k )(1- k ) (1- k )
a ~—  (n+1l) (+2) ... (n+k) n+1 n+2 ) n+k
~ (1-— % )k beachte: e % = (1- % )n, daher folgt mit k = ty/n
t t
=(1-7 V"
k2
~ et — ag =a0-67t2, das heifit (n2ink> = (2::) e 7
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Beweis der Ndherungsformel fiir die Binomialverteilung

Aufg.
T o (2:4-...20)% 1

Leite mit dem Wallisschen Produkt T = nh_)ﬁ;o 13 . @n-DF n

2n 1 ~ 1_

(n>'22n ~ T her.
Prézisierung der obigen Abschitzung

ay _ (n=k+1) (n—k+2) . (n—k+k) (1_L)(1_L) (1_L)

ap — (ntl)  (n+2) .. (n+k) n+1 n+2/ "7 n+k

k \k
> (1 — )
ag k _k_ _k_
ap (1_n+1>(1_n+2> (1_n+k)
— (= Ey o oo E Y i k=t folat
n ap n+k B &
_ L it _ ag ot et gt (it et?
=) <4 < O-7mp) =0-75)
o ot (Vntt)t 4 1 —t2
= (1 \/ﬁ+t) (1 \/ﬁ+t)
—s et —1
Nach der Néherungsformel von Laplace gilt:
9 1 .k 1 e 1 B n
_ _
Pl/g(X:,u-f—k)%;@(;): 2n~lﬁe 20 Z\/ﬁ-e n beachte: 0225
4

Somit ist die allgemeine Naherungsformel von Laplace fiir p = % bewiesen. Die Annahme, dass die Lange
der Bernoulli-Kette gerade ist, kann entfallen, da es auf eine Veréinderung um 1 nicht ankommt.

Die rechte Seite von

n 1 k—
1/2(X:k) ~ — ¢ u)

(o (o

kann als Flacheninhalt eines Rechtecks gesehen werden. Bei der Standardisierung gehen die Rechtecke der

Breite 1 in Rechtecke der Breite % tiber. Mit der Funktion ®(z), die den Inhalt der Flidche unter der
Gausssche Glockenkurve ¢ bis zur rechten Grenze z angibt, ergibt das:

Va(a <X <b) ~ o(—F) - ()

oder etwas genauer:

Pf}z(aSng)%@

Gausssche Glockenkurve ¢
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