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+ Algebraische Korpererweiterung Q" = Q(a)

In Q gibt es kein Element, dessen Quadrat 2 ist. Wir méchten in einem mdglichst kleinen Zahl-
bereich Q* mit Q@ C Q* rechnen, in dem 22 —2 = 0 eine Losung hat, sagen wir o, d.h. o? —2 = 0.
Dass «a die reelle Zahl o = /2 ist, lassen wir mal aufler acht, um das Allgemeine unserer Vor-
gehensweise zu erkennen. Q* wird vermutlich aus den Elementen der Form a + ba mit a,b € Q
bestehen, da aus o? =2 o = 2a, a* = 4, o® = 4a, usw. folgt. Die Potenzen von « liegen somit
in Q*. Mit o? = 2 sind auch die Verkniipfungen

(a+ba)+ (c+da) = (a+c¢)+ (b+ d)a
(a+ba) - (c+da) = ac+ ada + bac + bda® = (ac + 2bd) + (ad + be)a

niher beschrieben, da in Q* die uns vertrauten Rechenregeln (Assoziativ-, Kommutativ-, Distri-
butivgesetz) gelten sollen.

a + ba erlaubt eine kiirzere Schreibweise: [a, b]
Addition und Multiplikation nehmen dann die Form

[a,b] 4+ [¢,d] = [a+ ¢, b+d]
[a,b] - [e,d] = [ac+ 2bd, ad + bc]

an. Aus

[a,0] + [¢,0] = [a+ ¢,0]
[a,0] - [¢,0] = [ac, 0]

ist zu erkennen, dass mit den Paaren [a, 0] genau so gerechnet werden kann wie in Q.

Man kann daher das Paar [a, 0] mit der rationalen Zahl a identifizieren. Demzufolge kann den
Ausdriicken a + [¢,d] und a - [¢, d] ein Sinn gegeben werden, ndmlich

atled = [0,0]+[d = [a+.d
a- [Ca d] = [aa O] ’ [Ca d] = [OJC, ad]
Ein Element [a, b] aus Q* kann stets in der Form [a, b] = [a,0] + [0,b] = a - [1,0] + b - [0, 1]
geschrieben werden.
[1,0] ist mit der 1 zu identifizieren, [0, 1] wegen [0, 1]*> = [2,0] = 2 mit «.
Mit [a,b] = a + ba schlieit sich der Kreis.

Q* ist somit auch ein 2-dimensionaler Vektorraum (das war allerdings schon eher zu sehen).

Werfen wir einen Blick auf die Division (die iibrigen Korpergesetze konnen leicht verifiziert
werden).

1 a—ba ___a
a+ba ~ (a+ba)(a—ba) ~ a?—20b2

+ a2 ing « Nenner ungleich 0, da 2 irrational

Alternativ kann das Gleichungssystem (a, b gegeben) [a,b] - [c,d] = [ac + 2bd, ad + bc] = [1, 0]

ac+2bd = 1

. , __a L _=b_
ad+bc = 0 gelost werden: ¢ = 22 _op2 d= a2 _2b2



+ - —-1=0

Weiterfithrend ist der Euklidische Algorithmus.

Fiir z. B. 1 1 reicht eine Polynomdivision aus:
+a

?-2 _ o, 1
a+l — ¢ 1+a

— (a—1)(a+1)—(a*-2) =1

——

0

— |
T+a ¢

Probe (a—1)(a+1)=a*-1=2-1=1

Nun wagen wir uns etwas weiter vor. Wir méchten in einem moglichst kleinen Zahlbereich Q*
mit Q C Q* rechnen, in dem 2® —x — 1 = 0 eine Losung hat, sagen wir 3, d.h. 32— —1 = 0.

2
12
Dass 3 die reelle Zahl 8 = X 6Jty mit v = (108+12v/69)'/3 ist, lassen wir aufer acht.

Beim Rechnen ersetzen wir 4% durch 8+ 1, 4 durch 52 + 3, 8° durch 82 + 32, also durch

B%+ B+ 1, usw.
Q* wird vermutlich aus den Elementen der Form a83? + b3 + ¢ mit a, b, ¢ € Q bestehen und
ein 3-dimensionaler Vektorraum mit der Basis {1, 3, 3?} sein.

Aus algebraischer Sicht werden den Elementen des Polynomrings Q[5] Nullelemente
(B3 =B —=1)-p(B) mit p(B) € Q[B] hinzugefiigt. Es entsteht der Restklassenring
Q(B) = Q|B]/(B*> — B — 1). Diese Sichtweise lassen wir hier aufler Acht.

7! kann leicht ermittelt werden:

p—-pB-1=0 B+ ... +a1B+ag =0 allgemein
53—6:1 (6”714—...—}-&16)6:—&0

2 _ 1 ne

(5°—=1)8 = P - —apf)f =1
st 51

Wie erfolgt die Division, z.B. ! ?
p?+1
Der Euklidische Algorithmus liefert 83— 8 —1 = B(82+ 1)+ (=28 —1)
FPHl=(-3B+ (26— +]

B+1)—3(—58+1)(-28-1) =1



Mit Maple gelangt man zum selben Ergebnis.

pi=a—x—1;

q:=x%+1;

gedex(p, ¢, @, 'f','q");
/f/:f: /g/:g:
frxp+gxqg=1
expand(f *xp + g * q);
Mit

(a+bB8+cB*)+ (u+vB+wh?) = (a+d)+ (b+e)s+ (c+ f)B?
(a+bB+cB?) - (u+vB+wh) = au+ buf + avB + cuB? + bwB? + awB? + cv B> + bwB? + cwp?
| B =p+1, p*=5+0
= au~+ bw + cv + avf + buf + bwp + cvf + cwp
+awfB? + bvp? + cuB? + cwf?

und der kiirzeren Schreibweise [a, b, | fiir a + b3 + 3>
nehmen Addition und Multiplikation die folgende Form an:

[a,b,c] + [u,v,w] = [a+u,b+v,c+w)
[a,b,c] - [u,v,w] = [au+ bw + cv,av + bu + bw + cv + cw, aw + bv + cu + cw]

z.B. gilt
0,1,0]-[0,1,0] = [0,0,1]
(0,0,1] - [0,0,1] = [0,1,1]  beachte 3* = 3*>+ 3

Die Division kann wieder mit Hilfe eines Gleichungssystems (a, b, ¢ gegeben)
la,b, c] - [u,v,w] = [au + bw + cv, av + bu + bw + cv + cw, aw + bv + cu + cw] = [1, 0, 0]
au+bw+cv =1
av+bu+bw+cv+c =0
aw+bv+cu+cw = 0 erfolgen.

Wir erhalten schon Bekanntes in anderer Darstellung.

[1.0,1]- £[4,1,-2] = [1,0,0]

T © Roolfs



t Irreduzibles Polynom f(2) = ap,2™ + ap 12"t + -+ + a12 + 29

Damit bei der Korpererweiterung die inversen Elemente mit dem Euklidischen Algorithmus
bestimmt werden kénnen, ist es hinreichend (und notwendig), dass das Polynom

f(x) = 2® — x — 1 irreduzibel ist, d.h. nicht in ein Produkt von Polynomen vom Grad > 1
zerlegbar ist. Um die Irreduzibilitit eines Polynoms f(x) mit ganzzahligen Koeffizienten in Q
nachzuweisen, reicht der Nachweis in Z aus (Lemma von Gau8). Jedes Polynom vom Grad 2
oder 3 ist genau dann irreduzibel, wenn es keine Nullstelle in Z hat. Liegt die Nullstelle a vor,
kann der Linearfaktor (x — a) abgespalten werden. Fiir ein normiertes Polynom (a, = 1) ist
jede rationale Nullstelle eine ganze Zahl, die ag teilt. Fiir f = 2®> — 2 — 1 sind die Teiler £1
von ag keine Nullstellen, f ist irreduzibel.

Nullstellen-Kriterium.
Es sei f(x) € Q[z] vom Grad 2 oder 3. Dann gilt:
f(z) ist irreduzibel iiber Q <= f(x) hat keine Nullstelle in Q.

Beachte: Das Polynom z* + 222 4+ 1 hat keine Nullstellen, zerfillt aber in (22 4 1)(2? + 1).

Lemma von Gauf} (2 Versionen)
Sei f(z) € Z[z] ein irreduzibles Polynom tiber Z. Dann ist f(x) auch irreduzibel iiber Q.

Seien f, g € Q[z] zwei normierte Polynome. Fiir ihr Produkt gelte fg € Zx].
Dann sind die Polynome f, g € Z[z].

Um die Irreduzibilitét eines Polynoms nachzuweisen, gibt es weitere Moglichkeiten.

Modulo-Kriterium

Seien f € Z[x] mit a,, # 0 und eine Primzahl p gegeben mit a,, # 0 (mod p). Es bezeichne
f(x) =@ua™ + ...+ @z + ay das Polynom iiber Z, (f hat den gleichen Grad wie f).
Dann gilt:  f(z) ist irreduzibel iiber Z, == f(z) ist irreduzibel iiber Z.

Koeffizientenvergleich
Eine Zerlegung z* + 1 = (2% + ax £+ 1)(z? + bz £+ 1) in quadratische Faktoren fiir a,b € Z
ist nicht moglich. Dies zeigt ein Koeffizientenvergleich.

(P +ar+1)(22+bx+1) = 2+ (a+ b2’ + (ab+2)2* + (a+b)x+1 = b= —a
=2+ (2—-a*)2*+1
— a,2 =2

(@ +ar—1)(2* +bxr—1) = 2* + (a+b)2® + (ab—2)2? — (a+ bz +1 = b= —a
=2t —2+a)2?+1
== a? = =2

[rreduzibilitatskriterium von Eisenstein
223 + 1522 4+ 18z — 6 ist irreduzibel nach diesem Kriterium mit der Primzahl p = 3.
p teilt alle Koeffizienten aufler dem hochsten a,,. p? teilt nicht den konstanten Summanden ay.

f(z) ist irreduzibel <= f(x + a) ist irreduzibel.
In f(z) = 2* + 1 setze man z = y + 1 und wihle p = 2.
Es ist nicht notig, etwas aufzuschreiben.

4



t Irreduzibles Polynom f(2) = ap,2™ + ap 12"t + -+ + a12 + 29

Zum Modulo-Kriterium

Die Koeffizienten eines Polynoms f iiber Z werden modulo einer geeigneten Primzahl p
reduziert, so dass der Grad erhalten bleibt (fiir normierte Polynome bleibt der Grad stets
unveréndert). Fiir f muss gezeigt werden, dass in Z,, keine Nullstelle und auch keine
Zerlegung existiert.

f(x) = 2® — 32% + 2z — 3 ist irreduzibel, da seine Reduktion x® + z* + 1 modulo 2 irreduzibel
{iber Z, ist (keine Nullstelle, f(0) =1, f(1) = 1).

N ullsteglen—Kriterium.

Es sei f(z) € Zy[z] vom Grad 2 oder 3. Dann gilt:
f(z) ist irreduzibel iiber Z, <= f(z) hat keine Nullstelle in Z,,.

Ein Polynom f vom Grad 4 kann in Produkte mit Polynomen vom Grad 1 (und 3) und vom
Grad 2 (und 2) zerfallen.

Das einzige irreduzible Polynom vom Grad 2 in Z, ist 2% + x + 1. Bleibt bei der
Polynomdivision in Z, von f mit diesem Polynom ein Rest und hat f keine Nullstelle, so ist

f irreduzibel.

Ein Polynom f vom Grad 5 kann in Produkte mit Polynomen vom Grad 1 (und 4) und vom
Grad 2 (und 3) zerfallen.

Die irreduziblen Polynome vom Grad 2 in Zs sind: 2 + 1, 2> + o — 1, 2> —x — 1.

Bleibt bei den Polynomdivisionen in Zs von f mit jeweils einem dieser Polynome stets ein
Rest und hat f keine Nullstelle, so ist f irreduzibel.

Die Verwendung eines Computer-Algebra-Systems kann sehr niitzlich sein.

WolframAlpha erzeugt mit der Anweisung factor 22 +2 mod 3 (z +2)(z + 1).

T (© Roolfs



https://www.wolframalpha.com

+ Irreduzibilitdtsuntersuchung mit elementarsymmetrischen Funktionen

Das Polynom z? — 3z + 1 hat die Nullstellen ( geniihert, CAS) z; = 0,382 und z, = 2,618.
2 =3x+1 = (z—x)(x — x9)

Da x; (z3) offensichtlich nicht aus Z ist, ist das Polynom irreduzibel.

f =a2* —52% + x + 1 hat die Nullstellen (genihert) z; = —2,290, 2o = —0,362, x3 = 0,583,
x4 = 2,070.
Da diese offensichtlich nicht aus Z sind, lasst sich kein Linearfaktor abspalten.

zt =5+ +1 = (22 + ax + b)(2? + cx + d)
(> +pr+q) = (x—x1)(x —13) = 2% — (1 + T2)T + 7179
oder (22 +pr+q) = (xr —21)(x — 23) = 2% — (1 + 23)T + 2123
= (

oder (22 +pr+q) = (xr—2)(r —24) = 2% — (1 + 24)T + 2124

Es reicht zu zeigen, dass diese Zerlegungen nicht moglich sind. Die Ubrigen sind zu den
Angegebenen komplementér.

T1+ Ty = —2,652 T1T9 = 0,829
1 +x3 = —1,707 13 = —1,335
1+ x4 = —0,223 vy = —4,733

Damit das Polynom f keinen Faktor vom Grade 2 {iber den rationalen Zahlen zulésst, ist es
hinreichend, dass in jeder Zeile mindestens eine nichtganze Zahl auftaucht. Die Rechnung hétte
also verkiirzt werden konnen. f ist somit irreduzibel.



t+ Korper Fy = Zo[x]/(2* + 2 + 1)

Das einzige irreduzible Polynom vom Grad 2 in Z, ist 2% + x + 1. Die Elemente der
algebraischen Kérpererweiterung fiir a® + o+ 1 = 0 sind a + ba mit a,b € {0, 1}, somit sind
die 22 = 4 Elemente von Zy(a) {0,1, @, a + 1} (a® + a+ 1 =0, auf beiden Seiten a + 1
addieren: o? = a + 1). Basis des 2-dim. Vektorraums ist {1, a}. Die Verkniipfungen lauten:

+1 0 1 a« 01 o«
0] 0 1 a o? 000 0 O
1l 1 0 a® « 1101 a a?
al aa? 0 1 al 0 a a® 1
a?l o> a1 0 a?l 02 1 «a

Im allgemeinen muss man zwischen einem Polynom und der zugehorigen Polynomfunktion
unterscheiden. Fiir die Polynome f =z + 1 und g = 23 + 22 + 2 + 1 iiber Fy gilt
f(0)=g¢(0) =1 und f(1) = g(1) = 0. Fiir die verschiedenen Polynome sind die Polynom-
funktionen f,g: Fy — Fy also gleich. Polynome werden daher ohne Bezug auf Polynom-
funktionen definiert. Es sei R ein Ring. Der Polynomring R[x] besteht aus Ausdriicken der
Form a,z" + ap_12" ' 4 -+ + a1z + ag, a; € R, mit der Addition und Multiplikation . ..



t+ Kérper Fy = Zo|z] /(23 + 2 + 1)

Die einzigen irreduziblen normierten Polynom vom Grad 3 in Z, sind 2% + z + 1 und
23 + 22 + 1. Die Elemente der algebraischen Kérpererweiterung fiir a® + « + 1 = 0 sind
a-+ba+ca? mit a,b,c € {0,1} (a*=a-a*=ala+1) =a®+ a).
Somit sind die 23 = 8 Elemente von Zy(a) {0, 1, a,a+1,a% a®> +1,a* + a,a® + a + 1} .

Dies sind die moglichen Reste vom Grad n < 3 bei Division eines Polynoms durch 23 4+ z + 1.
Basis des 3-dim. Vektorraums ist {1, «, a?}. Die Verkniipfungen lauten:

+ 0 1 « a+1 a? a?+1 a’+a aP+a+l

0 0 1 o a+1 a? a?+1 a?+a aP+a+l

1 1 0 a+1 a a?+1 a? a2+a+l a’+a

a a a+1 0 1 a?4+a a?+a+l a? a?+1
a+1 a+1 @ 1 0 a’+a+l a’+a a?+1 a?

a? a? a?+1 al4+a a?+a+l 0 1 a a+1
a?+1 a?+1 a? a?4+a+1l o®+a 1 0 a+1 a
o+« a?+a o+a+l a? a?+1 «o a+1 0 1

a?+a+ll ?+a+l o2+a a?+1 a? a+1 o 1 0
0 1 « a+1 a? a?+1 a?+a al+a+l

0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 « a+1 a? a?+1 a’+a a4 a+l

o 0 « a? a? + « a+1 1 a’+a+1l o?+1
a+1 0 a+1 o+« a?+1 a?+a+l o? 1 o

a? 0 a? a+1 a?+a+1l a?+a o a?+1 1
a?+1 0 o?+1 1 a? a a?+a+1 a+1 a?+a
o + o 0 a*+a o?+a+l 1 a?+1 a+1 a o?

A+a+1| 0 a®+a+1 a?+1 a 1 a?+a a? a+1

a’+a+a®=a

=a’t+a+a+l=a*+1



+ Lemma von Gauf3

Sei f(z) € Z[z] ein irreduzibles Polynom iiber Z. Dann ist f(x) auch irreduzibel iiber Q.

Beweis

Sei f(x) € Z[x] ein irreduzibles Polynom iiber Z. Wir nehmen an, dass eine nicht-triviale
Zerlegung f = g - h iiber Q existiert, d.h. g, h € Q[z] sind nicht-konstante Polynome, und
multiplizieren beide Seiten von f = g -h mit dem Produkt n der Nenner der Koeffizienten
von g und h, Ergebnis nf = g* - h*.

Sei p ein Primfaktor von n. Wir zeigen, dass p alle Koeffizienten von g* oder von h* teilt.
Nach Kiirzung des Faktors p wird n verkleinert. Das Argument wird wiederholt angewendet
bis n = 1 ist. Damit liegt eine nicht-triviale Zerlegung von f iiber Z vor, im Widerspruch zur
Irreduzibilitdat f iiber Z.

*

g = go+ 1T + g + gz + -+ 4 gs2®
h* = hy + hix + hox? + hyz® + - - + hya!

g*h* = co+ 1w+ cox® + ez - et T
= goho + (goh1 + g1ho)x + (goha + g1h1 + g2ho)x® + (gohs + grha + gah1 + gsho)z® + - - -

plgoho = pl|go oder p|hg
plgohi +giho und plgo = p| g1 oder p|hg
plgoh1 + giho und plhy = p|go oder p|hy, usw.

Indirekte Annahme
Seien ¢ und j minimal mit p { g; und p 1t h;.
i+j
Civj = Y Gkhirj—k = gohiy; + grhiyj 1+ -+ gihy + giihj 1 + -+ + giriho
k=0

p teilt jeden Summanden auBer g;h;.
Dies liefert einen Widerspruch, da p auflerdem c;; teilt.

Schlankere Argumentation

Sei p ein Primfaktor von n.

Wir betrachten die Gleichung nf = ¢g* - h* in Z,[z], d.h. alle Koeffizienten der Polynome
werden modulo p reduziert. Das ergibt 0 = ¢* - h*.

Da Z,[z| als Polynomring iiber einem Korper ein Integritatsring (nullteilerfrei) ist, ist dies
nur moglich, wenn bereits einer der Faktoren gleich null ist. Dies bedeutet aber gerade, dass

alle Koeffizienten von ¢g* oder h* durch p teilbar sind.

T © Roolfs




+ Eisenstein-Kriterium

Sei f(z) = Z a;z" € Z[x] und p eine Primzahl, sodass
=0

a) ptan
b) pla, i=0,...;a,1
c) p* 1 ag

Dann ist f irreduzibel iiber Q.

Beweis
Es reicht zu zeigen, dass f irreduzibel iiber Z ist. Wir nehmen an, dass f = g - h,

s t
9= g’ € Zlz] und h = hja? € Z[z] sind nicht-konstante Polynome.
i=0 =0
Es gilt agp = goho. Da p | ag und p? { ag, schliefen wir, dass entweder p | go oder p | hy.
OBdA diirfen wir annehmen, dass p | go und p 1 hy.
a) impliziert, dass p nicht alle Koeffizienten von g teilt. Sei ¢ minimal mit p 1 g;.

Da s = Grad(g) < Grad(f) = n ist, folgt i < n.
Nach b) ist p ein Teiler von a,. Die Primzahl p teilt auch alle Terme der rechten Seite von

a; = Z rhi—k = gohi + gihi—1 + - -+ + giho auller g;ho.
k=0
Dies liefert einen Widerspruch. f ist somit irreduzibel {iber Z.

Das Eisenstein-Kriterium mit p = 2 zeigt, dass 2" — 2 € Q|x]
fiir alle n irreduzibel ist.

Beweisidee veranschaulicht, n = 5:

g = go+ q17 + go?
h h() + hll' + hg[L‘z + hgl’g

gh = ag + a1z + axx? + azx® + asxt + asa®

goho + (goh1 + glho)l' -+ (g0h2 + g1h1 + gzho)xz + (gohg + g1h2 + g2h1 + ggho)l'g + -+ (

Seii =1

OBdA
plgoho = p|go und p 1 hy,
plgohi + g1ho und plgy = plar ¢

Sei i = 2

plgo. Plg1, plgohe + g1ha + goho, D1 ho = Dplg ¢4
UusSw.

T © Roolfs

10



+ Minimalpolynom

Sei L eine Kérpererweiterung von K und f € K[z| ein normiertes Polynom kleinsten Grades
mit der Nullstelle a € L. f heifit das Minimalpolynom m, x von « beziiglich des Kérpers K.

Ein Minimalpolynom muss irreduzibel iiber K sein, ansonsten wére m, x(z) = u(z)v(x) und
m, i (@) = u(a)v(a) = 0. Somit wire u(a) = 0 oder v(a) = 0, im Widerspruch zur Annahme,
dass m, x minimal ist.

Fiir jedes Polynom ¢ € K[z| mit g(«) = 0 gilt: m, kg

Indem wir das Polynom g durch f = m, g teilen, erhalten wir g(z) = f(z)q(z) + r(z)
mit deg(r) < deg(f). Dann gilt r(a) = g(a) — f(a)g(a) = 0. Wegen der Minimalitiat von f(x)
kann dies nur fiir r(x) = 0 sein. Also ist m, k|g.

Falls ein Minimalpolynom von « existiert, ist es eindeutig bestimmt, und das Element « heif3t
algebraisches Element der Erweiterung L.

Ein irreduzibles, normiertes Polynom h € KJ[z] mit h(«) = 0 ist das Minimalpolynom von a.
Denn: h wird - wie wir gerade geschen haben - von m, i geteilt. h ist jedoch irreduzibel,
beide Polynome sind normiert, nur f = h verbleibt. Vielfach: K = Q, K = Q(p)

1. Seiy/a ¢ Q, dann ist das zugehorige Minimalpolynom z? — a.

2. Minimalpolynom von a = v/2 4+ v/3 iiber Q

a? =2+2V6+3
o? =5 = 26 [
a* —10a? + 25 = 24
a'—10a+1 = 0

Damit ist v/2 + /3 Nullstelle des normierten Polynoms 2* — 1022 + 1. Dieses Polynom hat
keine Nullstellen in Q (es wéren die Teiler von 1) und ist auch nicht quadratisch zerlegbar,
siehe Koeffizientenvergleich.

3. Minimalpolynom von o = v/2 4 /2 iiber Q
o =242
-2 =3 ()P
at —40?+4 = 2
at—4a*+2 =0

Damit ist /2 4+ v/2 Nullstelle des normierten Polynoms f = z* — 422 + 2.
Dieses Polynom ist irreduzibel, Eisenstein, p = 2.

Nebenbei: In Q(v/2) ist f reduzibel, f = (22 — 2 — v/2)(z* — 2+ V/2).
Die Basis von Q(«) ist {1, a, a?, a3}, al =7
at —4a? = -2
—at/2+2a% =1
—a?/2+42a = 1/a

11



+ Endliche Korper

. Satz von Lagrange

1) Ist H eine Untergruppe von G, so ist |H| ein Teiler von |G].
2) Insbesondere wird |G| von der Ordnung von a € G geteilt.

. Jeder endliche Korper enthélt als kleinsten Teilkorper (Primkorper) Z, fiir eine Prim-
zahl p.

. Ein endlicher Korper hat ¢ = p™ Elemente fiir eine Primzahl p und n € N.
Die Anzahl ist also immer eine Primzahlpotenz. Seine Charakteristik ist p.

. Jedes Element a € F, erfiillt die Gleichung 27 — 2 = 0.
Dieses Polynom zerféllt in Linearfaktoren iiber F,.

. Fiir ein Polynom f = Z arr® € K[z] iiber einem Kérper K betrachten wir die formale
k=0

Ableitung [’ = Z kapz®~'. Fiir diese gilt:
k=1

D (f+g9) =1 +¢ wd (f9)' = fg+[g"

2) Sind f und f’ teilerfremd, so hat f keine mehrfachen Nullstellen.

3) Eine mehrfache Nullstelle von f ist auch Nullstelle von f’.
f=@—afh = f=klx—a)*h+(z—a)rNW

. Fir a,b € F, mit ¢ = p™ gilt (a +b)? = a? + 7.
. Fiir p Primzahl und n € N existiert ein Korper mit ¢ = p” Elementen.

. Die multiplikative Gruppe F; eines endlichen Korpers F, ist eine zyklische Gruppe.

© Roolfs
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+ Beweisideen

1) Zwei Nebenklassen sind entweder disjunkt oder gleich und jedes Gruppenelement
ist in einer Nebenklasse enthalten.

2) a € G erzeugt die zyklische Untergruppe {a, a?, a®, ..., a®4® =1},
CZy=1{0,1,1+1,1+1+1,...,p—1}.

. Ein endlicher Kérper K kann als Z,-Vektorraum aufgefasst werden. Mit z.B. 3 Ba-
siselementen {1, a, b} (Dimension n = 3) besteht K aus den p” Elementen {z; + 220 +
z3b} mit z; € Zy.

. Fiir die Elemente ungleich null gilt: ord(a) teilt ¢ — 1, a?™ ' =1, a? = a
Mit der Nullstelle a von f, = 2 — z kann der Linearfaktor (z — a) abgespalten werden.

0 ist auch Nullstelle, f, = H (x —a).

aclFy

2) Annahme f = (z —a)*h, f'=2(x —a)h+ (x —a)*h/ 4

. Binomischer Lehrsatz, Binomialkoeffizienten sind aus N und durch p teilbar. F, hat die
Charakteristik p.

. Sei L eine Korpererweiterung von I, mit ¢ Elementen, in dem f, = 2¢ — x in Linear-
faktoren zerfillt (Zerfallungskorper). Sei F' C L die Menge der Nullstellen von f,,
F={ac L|a?=a}. f,besitzt wegen f; = qz?" —1 = —1 € Fp[z] keine mehrfachen
Nullstellen. Also ist |F| = q.

F ist ein Korper. Seien a,b € F, es gilt (ab)? = a%? = ab, (—a)? = —a, denn fiir p = 2
ist =1 =1, sonst (—1)9 = =1, (1/a) = 1/a? = 1/a (a # 0), (a+ )" = ((a+ b))’ =
(aP + bP)P = a?” + b°°, (mit a := a?, b := b?) usw, schlieBlich (a4 b)? = a? + b? = a + b.

. |F7| = q— 1, wir suchen ein a € F; mit ord(a) = ¢ — 1.
Sei m = ord(a) maximal, Behauptung ord(a) = ¢—1, andernfalls géibe es ein b € F;\ H
mit der von a erzeugten Untergruppe H.
Aus b ¢ H folgt ord(b) + m = ord(a), weil H gleich der Nullstellen von ™ — 1 ist,
da es nur hochstens m Nullstellen geben kann und die m Elemente von H Nullstellen
sind, somit ord(ab) = kgV(ord(a),ord(b)) > ord(a). 4
Konstruktiver: Sei a € F mit m = ord(a). Falls m < ¢ — 1, so gibt es nach obiger
Uberlegung ein ¢ mit ord(a) < ord(c). Nur endlich viele Wiederholungen sind méoglich.

Die Vierergruppe ist kommutativ, aber nicht zyklisch. 1 a b ab
111 a b ab

al a 1 ab b

z.B. ord(a) = 2, 2 — 1 =0 wird von allen Elementen geldst. bl brabla
’ abl ab b a 1

13



+ Frobenius-Homomorphismus ()

Die Abbildung ¢(z) = 2? ist injektiv, somit surjektiv, also ein Automorphismus auf F,,.

pla-y) = (x-y)P =a"-y" = p(@) - ¢(y)
olz+y) = (z+ )p =aP +yP = p(z) + ¢(y) siehe vorige Seite 6.
p(1) = 17
pla) = ¢(b) z.2.a=Db
pla) —p(b) = pla—b) =0 0(—b) = —p(b) <= p(—b) + p(b) =0

= p(=b+b) =0<=p(0)=0
fira—b#0 gibees (a—b)~! mit
0=¢((a—8)"-0 = p((a—b) pla—t) = p(1) =1 4

allgemeiner
Der Gruppen-Homomorphismus ¢ : G — G ist genau dann injektiv, wenn ker(y) = {0} ist.

Fiir ker(¢) = {0} und p(a) = ¢(b) folgt p(a+ (=b)) = p(a) + ¢(—b) = 0 und daher a+ (—b) = 0,
also a = b.

Ist umgekehrt die Injektivitéit gegeben und a aus ker(y), so folgt ¢(a) = ¢(0) und daraus bereits
a = 0.

Fiir eine Abbildung ¢(x) auf einem Kérper K mit

oz -y) = o) p(y)
p(r+y) = o)+ p(y)

ist ker(p) entweder {0} (p ist dann injektiv) oder K (¢ ist identisch null).

In der Definition vom Kérperhomomorphismus ist ¢(1) = 1 enthalten,
um den bedeutungslosen 2. Fall von vornherein auszuschlieflen.
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+ Gradformel

Fiir endliche Korpererweiterungen X C L und L C M ist K C M eine endliche Korpererweite-
rung und es gilt grad, M = grad; M - grad, L, alternative Schreibweise [M:K| = [M:L][L:K].

Beweisidee

Sei {ly, 15, I3} ein K-Basis von L und {m;, ms, ms, m,} ein L-Basis von M.

Die 12 Produkte I;m;, 1 <i < 3,1 < j <4, erzeugen den Vektorraum M {iiber K,

denn jedes Element m = a;m; + agmy + azms + asmy € M mit Koeffizienten a; € L kann

als K-Linearkombination m = Z( Jlim; dargestellt werden. Die a; werden durch die
ij K-Linearkombination der I; ersetzt.
Diese Produkte sind linear unabhéngig.
0= Zcm-ll-mj = Z <Zci,jli> mj
(2%) ] (2
= 0 fiir jedes j, da die m; linear unabhéngig sind

Sémtliche ¢; ; sind null, da die I; linear unabhéngig sind.

x? + 1 ist irreduzibel in R, C = R/(z* + 1), i +1 =0,
C ist R-Vektorraum mit der Basis {1,1}.
Nach der Gradformel kann es keinen Zwischenkorper geben.
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+ Kreisteilungspolynome

¢ =1

C4

Die Gleichung 2™ = 1 hat in C genau n Lésungen

E,={1,¢" ¢ ..., " ={e*/"|k=0,1,...,n — 1}, die sogenannten n-ten
Einheitswurzeln. Diese entsprechen den Ecken eines in den Einheitskreis einbeschriebenen
reguliren n-Ecks mit einer Ecke in 1. Die Untersuchung der Konstruierbarkeit des reguliren
n-Ecks mit Zirkel und Lineal ist historisch bedeutsam, da erstmals einige Fragen nur negativ
entschieden werden konnten (das regelméfliige 17-Eck ist konstruierbar, Gauss 1796, das 7-Eck
nicht).

Die Einheitswurzeln E,, bilden eine zyklische Gruppe, (¢F = ¢7+tkmodn Der Multiplikation
entspricht geometrisch anschaulich einer Drehung. Einheitswurzeln (¢, die die Gruppe
erzeugen (fiir die n die kleinste Potenz mit ("™ = 1 ist), heiflen primitive Einheitswurzeln, fiir
sie gilt ggT(n,d) = 1. Die Konstruktion wird méglich, wenn eine primitive Einheitswurzel
bekannt ist.

Von den 6-ten Einheitswurzeln sind genau ¢! und ¢® primitiv, wohingegen

(€ = (¢?)% = (¢*)? = (¢H? =1 ist.

16



+ Kreisteilungspolynome

¢! ¢°

Das Polynom z" — 1 zerfillt in C in Linearfaktoren: 2" —1 = (z—1)(z —{)(x —¢?) ... (z — (")
Um in der Gauflschen Zahlenebene die Peripherie des Kreises mit dem Radius 1 in n gleiche
Teile einzuteilen, muss eine primitive Einheitswurzel, also eine Nullstelle des Polynoms (n-tes

Kreisteilungspolynom) &@,, = H (x—() = H(x — (%) bekannt sein.

(=1 1<d<n

¢ primitiv gegT(n,d)=1
P = (v —(V)(x - =... =22 —t+1 € Z[z], beachte ¢! + ¢°> = 1.
(I)l = (.T — 1)

Fiir die Kreisteilungspolynome gibt es viele GesetzméafBigkeiten.

®,, € Z[z] und irreduzibel

Grad ®,, = ¢(n) Eulersche Funktion

p_
@p:x 1:xp—1+xp—2+...+x2+x+1, p Primzahl

r—1

" —1 :HCI)m
m|n

1= (z—1) (e (@A) (- Nz-C)
—— N—— ~ P
(I>1 (I)Q (I)g (I)G

Jede n-te Einheitswurzel ist eine primitive d-te Einheitswurzel fiir einen gewissen Teiler d von n
und umgekehrt. Die ®; haben keine gemeinsamen Nullstellen.

Der Schnitt Kreis/Gerade bzw. zweier Kreise fithrt zur Hinzunahme einer neuen Wurzel .
Q(«) ist eine Korpererweiterung von Q vom Grad 2. Der schrittweisen Konstruktion entspricht
insgesamt eine Erweiterung vom Grad 2%. ¢/a kommt nur durch eine Kérpererweiterung vom
Grad 3 zustande und ist daher nicht konstruierbar.

Fiir n > 3 ist ein regelméBiges n-Eck genau dann mit Zirkel und Lineal konstruierbar, wenn
©(n) eine Potenz von 2 ist.
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+ Zertiallungskorper

Der Zerfallungskorper eines gegebenen Polynoms f iiber K ist der kleinste (bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmte) Erweiterungskorper L von K, in dem f vollstdndig in Linearfaktoren
zerfallt.

Sei f=a(r —a1)(z —as)(z —a3), a € K.
L wird durch Adjunktion der Nullstellen (Wurzeln) «; ausgehend vom Korper K
erhalten: L = K(ay, asg, ag)

oy ist algebraisch tiber K, as ist algebraisch iiber K (aq), ag ist algebraisch iiber K (aq, aq).
[LK] = [K(Oél, a9, 043) IK(Oél, 062)] [K(Oél, 042) K(Oél)] [K(Oél) K]

22 — 2 € Q[z] zerfillt in R in Linearfaktoren: f = (x — v/2)(z + v/2).
Der Zerfallungskérper von f ist also L = Q(v/2, —v/2) = Q(v/2).
L={a+bv2|a,beQ}

Die Galois-Gruppe des Zerfallungskérpers L von f iiber K besteht aus allen
Automorphismen, die die Elemente aus K unverdndert (fix) lassen.

Diese K-Automorphismen permutieren die Nullstellen von f.
Voraussetzung: f besitzt keine mehrfache Nullstelle in L (f ist separabel).

2% — 2 € Q[] zerfillt in C in Linearfaktoren: f = (x — v/2)(z — v/2¢)(x — v/2¢?)

mit ( = —% + %, einer dritten Einheitswurzel.

Der Zerfillungskorper von f ist also L = Q(v/2,¢), beachte: (> = —( — 1,
P-1=(x-1@*+x+1)

Basis des Vektorraums L iiber Q ist {1, v/2, \3/52, ¢, V2, \3/§QQ}

alternativ: L = Q(~3/2,1v/3)
Basis: {1, V2, V2, iv/3, ¥2 - iv3, 2" - iv3}
Die Q-Automorphismen sind durch die Bilder auf einer Basis festgelegt und hier bereits

durch die Bilder von /2 und iv/3. In Frage kommen nur die Nullstellen des eigenen Minimal-
polynoms:

V22,2 25 £ 18 VB o 4V,
Die Vorzeichen kénnen unabhéngig voneinander gewihlt werden.
Das miissen auch schon die 6 Q-Automorphismen sein.

z* — 2 € Q[z] zerfillt in C in Linearfaktoren (nach dem Eisensteinkriterium irreduzibel):
2t — 2= (22 + V2)(2? — V2) = (x +iv2)(z — iV2)(z + V2)(z — V/2).

Der Zerfallungskorper ist L = Q(v/2,1).

2:Q] = [Q(V3,1):Q(V2)][Q(¢2):Q] =2 -4 =8

L = {(aop + a1a + asa? + aza®) + (by + a1 + bya® + b3a®)i | a;, by, € Q, a = v/2}

18



+ Zertiallungskorper

Wie sieht der Zerfillungskorper L = K(aq, ..., a,,) (o; seien paarweise verschieden) genauer aus?
Zunéachst enthalt L die Elemente t = miaq + ... + mya, mit m; € K. Desweiteren Polynome in ¢:
T =ky+ kit +...4 k,t™ mit k; € K. Die sukzessive Konstruktion von L ergibt, dass der hichste
Exponent m begrenzt ist und das dies auch schon alle Elemente aus L sind.

Ein Automorphismus auf L, der die Elemente aus K unveridndert lasst, permutiert die «;,
umgekehrt kann eine Permutation ¢ der a; zu einem K-Automorphismus auf L erweitert werden:
o(t) =myo(aq) + ...+ myo(ay,), o(T)=ko+ kio(t)+ ...+ k,o(t™).

Galois untersuchte 1831 zu n komplexen Losungen aq, ..., a, einer Gleichung mit Koeffizienten
aus Q die Permutationen der Losungen, die jeweils alle polynomialen Beziehungen in ay, ..., a,,
wie z.B. o + a2 = 3, erhalten. Diese Permutationen bilden die Galoisgruppe der Gleichung.

Statt unendlich vieler Beziehungen des Zerfallungskorpers zu betrachten, entdeckte Galois fiir die
Bestimmung der Gruppe einen Weg, bei dem er nur ein einziges, eigens dafiir keiertes Polynom zu
verwenden brauchte.
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+ Galois’ Idee

Es geht um das Losen von Gleichungen mit Wurzeltermen (durch Radikale, radix lat. Wurzel).

1t — 622 +2=0, @i =EV3+VT, 234 =2V3-V7

Auch ohne Kenntnis der Losungen gilt (Polynome in C[z] zerfallen in Linearfaktoren):
2t =622 +2 = (v —x1) (2 — 22) (2 — 23) (7 — 34)
= 2t — (v + 2o + 23 + 14)2°
+ (2179 + T1T3 + ToT3 + T1Ty + ToTy + T3T4) T

— (T1Tow3 4+ T1T2T4 + T1XT3T4 + ToT3T4)T + T1ToT3Ty

Fiir die Gleichung bedeutet das:
1+ To+ T3+ x4 = 0

T1To + X123 + ToX3 + T1X4 + Toy + 2374 = —6
T1X9X3 + X1Toxy + T123T4 + ToT3xy = 0
T1X2X3T4 — 2

In diesen vier Gleichungen sind die Losungen nicht zu unterscheiden, mathematisch: es gibt
41-Permutationen (Symmetrien), unter denen die Gleichungen invariant bleiben. In Beziehungen
wie 21 + 29 =0, 23+ 24 = 0, 11203 — Towy = 0, 21274 — w3 = 0, 23 - 23 = 2, 23 - 23 = 2 sind schon
einige Eigenschaften der Losungen enthalten. Die Gruppe der moglichen Permutationen

reduziert sich auf die Galois-Gruppe

Dy ={(1),(12),(34), (12)(34), (13)(24), (14)(23), (1324), (1423)} (Symmetriegruppe des Quadrats
unter Spiegelungen und Drehungen). Um die Losungen weiter einzugrenzen, wird der Zahlbereich
fiir die Losungs-Beziehungen von Q auf Q(+/7) erweitert. Mit den Bezichungen

Ty — 3 — V7T = 0, x% —34+T7= 0, :Ei — 34+ V7=0 wird die Galois-Gruppe halbiert,

Vi ={(1),(12),(34),(12)(34)} (Kleinsche Vierergruppe). Die anschlieBenden Erweiterungen des
Koeffizientenbereichs um /3 + /7 und /3 — /7 halbieren jeweils die Galois-Gruppe und
fiihren zum Zerféllungskérper L = Q(21/2, ©3/4). Aus Zy = {(1),(34)} wird {(1)}. Die schritt-
weisen Erweiterungen von Q bis zum Zerfallungskorper L spiegeln sich in einer mehrmaligen
Untergruppenbildung der Galois-Gruppe wider.

Uberdies findet man eine Eins-zu-eins-Beziehung zwischen allen Unterkorpern von L und allen
Untergruppen der Galoisgruppe.
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+ Galois-Gruppe

Wir gehen von einem irreduziblen Polynom 2. Grades x2 + px + ¢ € Q[z] aus, d.h. die Nullstellen
sind nicht rational. Sei @ eine Nullstelle und Q(«) die algebraische Korpererweiterung
{a +ba|a,be Q}. Q(a) enthilt auch die 2. Nullstelle —p — & und ist somit der
Zerféllungskorper des Polynoms.
Es gilt:

at(-p—a)=—p

@ (-p—a)) = —pa—a?=g

Ein Q-Automorphismus (ldsst die Elemente aus Q unverdndert) permutiert die Nullstellen. Fiir
ihn muss @(a? +pa+q) = p(a@)* + po(a) + ¢ = p(0) =0, p(a) = —p —a oder p(a)=a (=id)
gelten.

Beispiele:

w2 +4r+1€Qx], 11 = —2+V3, 9= —4—2;,=—-2—+/3.

¢(a +bv/3) = a — by/3 ist der einzige nichttriviale Q-Automorphismus von Q(z;) = Q(v/3).
Die Galois-Gruppe besteht aus ¢ und der Identitét.

Betrachten wir nun das irreduzible Polynom (Eisenstein) z* — 222 — 2 € Q[z] mit den Nullstellen
(biquadratisch) @y, = £v/1+ /3, 23/, = £ivV/v/3 — 1 und dem Zerféllungskorper Q(z1, 3).

Er kann durch Adjunktion von x3 zu Q(x;) erhalten werden.

Das Minimalpolynom von x; iiber Q ist 2* — 22 — 2.

Fiir das Minimalpolynom von z3 iiber Q(x1) beachten wir 2% + 23 =2, 22 — 2 + 22 = 0,

x3 ist Nullstelle von 22 — 2+ 2% =0 € Q(zy).

Der Grad des Minimalpolynoms kann nicht 1 sein, da z3 ¢ Q(xz).

[Q(z1, 23):Q] = [Q(z1, 23):Q(21)][Q(21):Q] =2 -4 = 8.

Es sind also 8 Q-Automorphismen zu erwarten.

Fiir den Zerfallungskorper finden wir die explizite Darstellung

Q(z1,23) = {(a+bxy +ca? +dxd) + (e + fo1 + gt + ha?)zz | a,...,h € Q}, beachte 22 = 2 — %,

Es gibt vier Q-Automorphismen, die durch xy — 4z, x3 — £x3 charakterisiert sind, und vier
weitere mit xy — +x3, 3 — £x;. Die Vorzeichen kénnen unabhéngig voneinander gewéhlt
werden.

Beziiglich der Galois-Gruppe invariante Beziehungen:

2,2 _ _
riTE = —2

2+ a2k =2
T1To + T3Xy = —2
T1T3 — Tolg4 —
T1T4 — T2T3 =
(33'1.1'2 -+ 1)2 =
(w34 +1)% =

w w o O
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+ Ordnung der Galois-Gruppe Gal(L | K)

Fiir einen Zerfallungskorper L = K (aq, ag, ..., ) existiert ein primitives Element «

mit L = K(«) (die klassische Bezeichnung lautet Galois-Resolvente),

siche Galois-Theorie Anfinge. o erzeugt also bei alleiniger Adjunktion bereits den gesamten
Korper L. Zu diesem Element o sucht man nun ein Polynom minimalen Grades n mit
Koefhizienten im Korper K, das « als Nullstelle besitzt, das so genannte Minimalpolynom.
Die Elemente der Galois-Gruppe werden durch die Nullstellen des Minimalpolynoms
reprasentiert:

Zu jeder Nullstelle a* des Minimalpolynoms gibt es genau einen Automorphismus, der «
auf o* abbildet. Eine Basis von L ist {1, o, @2, ..., "'}, aber auch {1, o*, a*?, ... o'}
Daraus ist zu erkennen, dass K (a) isomorph zu K(a*) ist. Zusammengefasst:

Die Dimension von L stimmt mit der Ordnung der Galois-Gruppe iiberein,

[L:K| = |Gal(L| K)|.
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+ Hauptsatz der Galois-Theorie

Sei K ein Unterkorper der komplexen Zahlen und L der Zerféallungskorper eines Polynoms
mit Koeffizienten in K. Fiir die Galois-Gruppe G = Gal(L|K) = Aut(L|K) und den
Zwischenkorpern F, K C F C L, mit jeweils zugehorender Untergruppe Aut(L|F) von G
(diese umfasst diejenigen Automorphismen von G, die jeden Wert von F' unverdndert lassen)
bestehen folgende Zusammenhéinge:

1. Der Grad der Korpererweiterung (Dimension) von L zu K stimmt mit der Ordnung der
Galois-Gruppe iiberein, [L: K| = |Gal(L|K)|.

2. Jedem Zwischenkorper F' entspricht in umkehrbar eindeutiger Weise eine Untergruppe
Aut(L| F') der Galois-Gruppe G. F' ist der Fixkorper von Aut(L|F).

3. Entsteht ein Zwischenkorper F' als Zerfdllungskorper eines Polynoms mit Koeffizienten
in K, so enthélt die Galois-Gruppe Aut(F'|K) insgesamt |G|/|Aut(L|F)| Automorphis-
men, die dadurch erhalten werden, dass man den Definitionsbereich der Automorphis-
men von G auf F' einschrankt.

+ Radikalerweiterung

z° — 2 € Q[z] zerfillt in C in Linearfaktoren:

f=(@—=V2)(z = V20 (x = V2)(x - V2¢) (@ - V2¢)

mit einer primitiven fiinften Einheitswurzel ¢, d.h. (> =1 und ¢!, (2 3, (* #1
(auBler ¢ = 1 sind alle 5-ten Einheitswurzeln primitiv).

Der Zerfillungskorper von f ist also L = Q(v/2, ().

Basis des Vektorraums Q(f/ﬁ) tiber Q ist {1, /2, \5/52, \5/53, \5/54}.

Basis des Vektorraums L iiber Q(v/2) ist {¢', ¢? ¢3, ¢*},  beachte: (' + 2+ 3+ =1
alternativ: {1, ¢!, (2 (3}, beachte: (z° —1)/(x —1)=2* + 23+ 2> + 2 +1

[L:Q] = [L: Q(v2)][Q(V2): Q] = 4- 5 = 20.

Die Dimension von L stimmt mit der Ordnung der Galois-Gruppe iiberein,

[L:Q] = |Gal(L|Q)| = 20. Bei Adjunktion von v/2 schrumpft die Galois-Gruppe Gal(L|Q)
auf ein Fiinftel.

Allgemein:

Hat eine wiederholte Adjunktion von Wurzeln den Zerfallungskorper von f zum Ergebnis, so
sind die Losungen von f durch geschachtelte Wurzelausdriicke darstellbar. Die Galois-Gruppe
reduziert sich schrittweise (16st sich auf) zu {id}.

f=a%—42° — 822 + 42 + 11
Tijp=14+VEEV2+ V5 230=1-V5E£V2-5

Die Galois-Gruppe von 2° — x — 1 = 0 kann nicht aufgelést werden. Daher sind
die Losungen der Gleichung nicht durch geschachtelte Wurzelausdriicke darstellbar.
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+ Zur Galois-Theorie

Sei L = Q(v/2,i) der Zerfillungskérper von (22 — 2)(x% 4 1) iiber K = Q.
Die Galoisgruppe G besteht aus folgenden vier Elementen oy, ..., 04:

01:\/§—> \/§,i—>i
02:\/§—> \/ﬁ,i—>—i
03:\/§—>—\/§,i—>i
04:\/§—>—\/§,i—>—i

Verkniipfungstafel:

O |01 O9 O3 O4

01|01 02 03 04
02|02 01 04 O3

03|03 04 01 02

04|04 O3 09 01

Beachte: 09 009 = 07 und o030 03 = 0y
In jeder Zeile und Spalte muss jedes Gruppenelement genau einmal vorkommen.

}\
V2i) Q(i) {o, 00} {o1, 04} {01, 03}

/ /

Q {o1,...,04}

V2,i)

\FM
2

Q

©
S
/@\Q

/

Die Diagramme enthalten die Untergruppen der Galois-Gruppe mit den dazu
korrespondierenden Zwischenkorpern (Fixkorper).

Exemplarisch der Nachweis L1717t} = Q(1/21):
25 a2 = (Vo) = (—v2)(—i) = ou(V3i)
LEX folgt aus Gradgriinden:

(Ll Q] = |Gl/{ow, o} = 4/2 =2
[@(v21): Q] = 2
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+ Minimalpolynome und Galois-Gruppe Aut(L | K)

Sei L ein Zerfallungskorper iiber K, o € L
und f:=(zr—a)...(r —a,) mit {p(a)]p € Awt(L|K)} = {ay,...,a,}, a; paarweise
verschieden.

= f=a twmr+...+a, 127 +2" € K[x] ist das Minimalpolynom von « iiber K.

Ein Automorphismus ¢ auf L kann zu einem Automorphismus auf L[z] fortgesetzt werden.
Da Aut(L|K) eine endl. Gruppe ist, &ndert sich f nicht, f= (z — (1)) ...(z — p(a;)).
Daraus folgt ¢(a;) = a; fir it =0,...,7r— 1.

Da das fiir jeden Automorphismus aus Aut(L|K)} gilt, liegen die Koeffizienten von f

im Fixkorper der Galois-Gruppe, also in K.

Alternative Begriindung:

Jedes ¢ € Aut(L| K) permutiert die «;, lasst symmetrische Ausdriicke der ay, ..., a, fest.
Die Koeffizienten von f sind aber die sogenannten elementarsymmetrischen Funktionen der «;.
Sie liegen also in K.

f ist irreduzibel in K|x].

Mit g(a) = 0 und g(p(a)) = p(g(a)) = 0 fiir ¢ € Aut(L|K) existieren r Nullstellen.

Bs gilt f(2)] g(x).
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t+ Galois-Gruppe Gal(L|Q)

Die Nullstellen des Polynoms f = z* — 102® + 1 lauten z; = V2 + \/§ To =2 — \/_
r3 = —V2+ V3 und 24 = —v/2 — /3. Der Zerfallungskorper von f ist L = Q(xq, 2, o3, T4).
Wir werden die Galois-Gruppe Gal(L|Q) ermitteln, also alle Permutationen (Symmetrien) der
Nullstellen, die alle polynomialen Relationen in Q zwischen den Nullstellen erhalten.
Die Permutation o ist in Gal(L|Q), wenn fiir jede Relation g(z1, 2, x3, x4) =0

g(ZL‘U(l), :L‘U(Q), 1'0(3), :L‘U(4)) =0 fOlgt.

Fiir L existiert ein primitives Element ¢ = V2 4+ /3 und
zu t das Minimalpolynom z* — 1022 + 1 (stimmt hier zufillig mit f iiberein) mit den Nullstellen

h=t=v2+V3 ta=v2-V3 t3=—v2+V3und ts = —v2 - 3.

Die z; kénnen durch ¢ ausgedriickt werden, beachte L = Q(t), Basis {1, t, t?, t3}.

V2+V3 =t

V2 -3 =3 - 10t
—V2+3 = —t3+ 10t
V2 -3 = —t

Z.B. fithrt der Ansatz V2 — V3 =at® + b2 + ¢t auf 1la+c=1und 9a +c= —1 mit a = 1,
b =0, c=—10. Mit der Schreibweise

x1 = ha(t)
Ty = ho(t)
x3 = hs(t)
xy = hy(t)

und den folgenden Einsetzungen sind die vier Symmetrien zu erkennen.
Die Idee geht auf Galois zuriick.

1 = hi(ty) Ty = hi(tz) r3 = hi(ts) Ty = hi(ts)
o = ha(ty) x1 = ha(ts) Ty = ha(ts) x3 = ho(ty)
r3 = hs(ty) Ty = hs(tz) Ty = hs(ts) Ty = hs(ts)
xy = ha(ty) 3 = hy(ts) o = hy(ts) x1 = ha(ty)

Aus der Kenntnis der Nullstellen ¢; des Minimalpolynoms eines primitiven Elements ¢ konnen
wir die Galois-Gruppe bestimmen. Die Nullstellen x; werden mit ¢ polynomial dargestellt und
die t; in die Polynome fiir ¢ eingesetzt. Die Anzahl der Nullstellen stimmt mit der Anzahl der
Symmetrien iiberein.
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+ Galois-Gruppe von f = 2* + 1

X2 X1

€3 Ty

f=2"+1€Qz], fistirreduzibel, siche Irreduzibles Polynom.

Sei x; die Nullstelle von f in C im 1. Quadrant. z; = g + % wird nicht benétigt.
Die weiteren Nullstellen sind dann xy = iz, x3 = —x1, x4 = —ix;.

Es ist 3 =i, z; primitives Element, Zerfillungskorper L = Q(x1).

Wegen [L: Q] = |G(f)| sind 4 Symmetrien zu ermitteln.

Es gibt keine grole Auswahl. z; kann nur auf eine Nullstelle abgebildet werden.
o(r1) = —x1, 7(21) = 23

o und 7 sind die Permutationen, die (21, xa, 3, x4) in (29, X1, T4, x3) bzw. (x4, T3, T2, 1)
tiberfiihren. 0% =72 =1id, o7 = 70, G = {id, (13)(24), (12)(34), (14)(23)}
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+ Zusammenhange

. Die Nullstellen ¢4, ... ,t, des Minimalpolynoms eines primitiven Elements ¢ von L sind
primitive Elemente.

Das Minimalpolynom hat den Grad n, somit hat die Basis einer Nullstelle ¢’ n Elemente.
t’ ist dann ein primitives Element, L = Q(t).

. Fiir die Nullstellen des Minimalpolynoms eines primitiven Elements ¢ von L = Q(xy, ..., z,)
gilt: t = v(zy, ..., 2,) und alle weiteren Nullstellen sind von der Form ¢’ = v(zo(1), - - . , Zo(m)),
wobei ¢ eine n-stellige Permutation ist, o = id ergibt t.

Das primitive Element ¢ kann durch ein Polynom v mit rationalen Koeffizienten in der an-
gegebenen Weise dargestellt werden.

Sei V(x) = H o (z = v(To(1), - - -, Tom))), wobei das Produkt iiber alle n-stelligen

Permutationen lauft. V(x) ist symmetrisch, somit auch seine Koeffizienten. Diese lassen
sich als Linearkombination von Produkten elementarsymmetrischer Funktionen der x; dar-
stellen. Die Koeffizienten von V(x) sind daher rationale Zahlen.

V(z) enthdlt den Faktor (x — t) fiir 0 = id. Zum Minimalpolynom von t (es teilt V(z))
gehoren weitere Faktoren mit Nullstellen, die von der angegebenen Form sind.
Es wird sich zeigen, dass die zugehorigen Permutationen die Galois-Gruppe bilden.

. Fiir den Nachweis wird haufiger benutzt:
Ein Polynom f(x) mit rationalen Koeffizienten und der Nullstelle ¢ hat auch jede Nullstelle
t' des Minimalpolynoms von ¢ als Nullstelle.

Hierbei ist lediglich zu beachten, dass f(z) ein Vielfaches des Minimalpolynoms von ¢ ist.

. Fiir ein primitives Element ¢ existieren Polynome mit z; = hq(¢
Fiir jede Nullstelle ¢ des Minimalpolynoms von ¢ stellt x4 (1) =
eine Permutation von x4, ..., x, dar.

hin (2).

), -
h() <5 To(n) = hn(t)

L ist Zerfallungskorper von f.

Die Polynome f(hy(z)), ..., f(hn(z)) haben ¢ als Nullstelle und damit nach 3. auch ¢’
hi(t") ist eine Nullstelle von f(z), muss also mit einem x; iibereinstimmen.

Aus h;(t') = h;(t') folgt h;(t') —h;(t') = 0 und nach 3. h;(t) —h;(t) =0, z; —z; =0, z; = x;.
Da x4, ..., x, paarweise verschieden sind, folgt i = j. Die x; werden somit permutiert.

. Von besonderer Bedeutung ist nun:

Die unter 4. definierte Permutation o ist eine Symmetrie der Nullstellen.

Dazu betrachten wir eine algebraische Relation g(z1, ..., z,) = g(hi(t), ..., hn(t)) = 0.
Nach 3. und 4. gilt g(h:(t'), ..., ha(t)) = 9(20q1), - -, Tom)) = 0, d.h., o erhélt die
algebraische Relation g(z1,...,x,) =0.

Umgekehrt gilt:
Zur n-stelligen Symmetrie o gibt es eine Nullstelle ¢’ des Minimalpolynoms von ¢ mit

.1'0(1) = hl(t,), ey .I'J(n) = hn(t/)
Sei m(z) = H EB(l‘ —v(zrq), - - - ,xT(n))) das Minimalpolynom von ¢ mit B € S,,,
" t=uv(xy,...,2,).
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+ Zusammenhange

Aus der Gleichheit der Koeffizienten beider Seiten ergeben sich algebraische Relationen, die
von o erhalten bleiben. Daher folgt m(z) = HTGB (x — V(Tora)), - - - ,xU(T(n)))).
Fiir 7 = id ergibt das die Nullstelle ¢ = v(Zo(1), - - - s To(n))-
Durch x; = hi(t) = hi(v(xq,...,2,)) fir ¢ = 1,...,n ist eine algebraische Relation zwischen
den z; gegeben. Diese wird durch o erhalten, also haben wir schliefilich

To(i) = hi(v(l'g(l), - ,xg(n))) = hi(t/).

. Die Anzahl der Nullstellen des Minimalpolynoms eines primitiven Elements von L
entspricht der Anzahl der Symmetrien von x4, ..., x,.

Mit den Nullstellen des Minimalpolynoms kann die Galois-Gruppe bestimmt werden.
Die folgende Methode, ein primitives Element zu finden, geht auf Lagrange zuriick.

. Nimmt fiir ein Polynom V' mit n Variablen der Term V(zo(1), ..., Zo@m)) fiir jede n-
stellige Permutation o (deren Anzahl betrédgt N = n!) einen unterschiedlichen Wert an,
so ist die galoissche Resolvente t = V (x1, ..., x,) ein primitives Element von L, z.B.
t=myz1 + ... + m,x, mit geeigneten ganzen Zahlen m;.

Zu zeigen ist, dass sich die x; polynomial mit rationalen Koeffizienten durch ¢ darstellen
lassen. Hierzu nummerieren wir die N Permutationen (o7 = id) und die zugehorigen
t-Werte (t; = t) und konstruieren ein Gleichungssystem.

Toy1) + ..+ Toya)y = bo T (1) = T1
tlxal(l) + ...+ tnl'JN(l) = bl

t%xal(l) + ... + ti:EJN(l) = by

tjl\hlxﬂl(l) + ...+ tnN_leN(l) = by

Wird eine Permutation auf die symmetrische Gruppe {01, ..., on} angewandt, so geht
die Gruppe in sich iiber. Die Zahlen by, ..., by_; sind somit jeweils symmetrische Aus-
driicke in den x1, ..., z, und damit Polynome mit rationalen Koeffizienten.
Wir kénnen dieses System als inhomogenes lineares Gleichungssystem mit den Unbe-
stimmten Z,, (1), ..., Toy(1) lesen. Die Determinante

1 ... 1

t1 e tn

D = B t2 der Koeffizientenmatrix
A N

ist durch D = H (t; —t;) gegeben (Vandermonde).

1<i<j<N
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+ Zusammenhange

Es ist D # 0, da nach Voraussetzung ti, ... ,ty paarweise verschieden sind. Sei weiter
bo 1 1
b to tn
Dy = b t2 t2
byn_1 tév_l R tnNil

Nach der cramerschen Regel fiir die Losung eines inhomogenen Gleichungssystems ist
Dy DD

“TD T D2

Der Nenner D? ist symmetrisch in ¢;, ..., ¢y und damit auch in z1, ..., z,,
ist also eine rationale Zahl.

Die Vorzeichen von D und D; wechseln jeweils bei Vertauschung zweier Elemente aus

to, ..., tx (fiir Dy bedeutet das eine Vertauschung zweier Spalten), das Produkt ist invariant,
also symmetrisch in o, ..., ¢y und lasst sich daher durch elementarsymmetrische Funktionen
in t9, ...ty polynomial darstellen.

Jede elementarsymmetrische Funktion in s, ...ty ist ein Polynom mit ganzzahligen Koeffi-
zienten in den elementarsymmetrischen Funktionen in ¢y, ...,¢y und in ¢, z.B.

bots + toty + sty = b1ty + tits + tots + bty + toty + tats — t1(t1 + to + t3 + ta) + 1,

somit auch D, - D, siehe 8.

Analog folgt, dass ebenfalls x5 (09 = id) Polynom in ¢t = V(xy, ..., z,,) mit rationalen
Koeffizienten ist, usw.

8. Die elementarsymmetrischen Funktionen ey (s, ..., x,), ea(za, ..., 2n), -. ., €n_1(To, ..., x,)
sind ganzzahlige Polynome in z; und den elementarsymmetrischen Funktionen

er(r1, o, ..., Ty) = Ty + T2+ ...+,

ea(x1, 0, ..., y) = T1To + X1T3 + TaTz + ...+ Ty Ty,

e3(T1, T, ..., Ty) = T1Tokg + T1Xoly + T1X3T4 + ... + Ty_2Tp_ 1T,
en(T1,To, ..., XTy) = T1ToT3. .. Ty

er(x1, 9, ..., Ty) = E Tiy Ty - - . Ty s 1<k<n.
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9.

10.

+ Zusammenhange

Begriindung
Ein Vergleich der beiden Seiten von
(x—a)(x—z)(x—23) - ... - (T — xp)
=x(z—x)(x—23) ... (x—2p) —x1 (T — ) (T —23) - ... - (T — )

fiihrt zu den Relationen:

ez, ... x,) = eg(x1, X9, ..., x,) — T
eo(Ta, ... xy) = eo(T1, X9, ..., Ty) — 1 €1(T2, ..., 1)
es(za, ..., xn) = eg(x1, 2, ..., Ty) — 1 - €2(T2, ..., Tp)
€n,1(.1'2, s 7xn) = enfl(xlax% s 7xn) — Iy €n72(x27 s 7xn)
Damit lassen sich die eg(z2, ..., x,) als Polynome in den eg(z1, x9, ..., x,) und z;

darstellen (rekursiv, von unten nach oben).

Sei f ein irreduzibles normiertes Polynom {iber Q, in L daher ein Minimalpolynom m zu «a.
Dann hat f in L keine mehrfachen Nullstellen.

Eine mehrfache Nullstelle von f wére auch eine Nullstelle von % f!, mit grad f = n.
f=@—a)h — f =k —a) Tt (o —a)H

Dann wire % f' ein Vielfaches von m. Das ist nicht moglich, da grad f/ =n — 1 ist.

Seien 1, ..., x, die verschiedenen Nullstellen eines irreduziblen normierten Polynoms f
iiber Q. Die galoissche Gruppe G operiert transitiv auf diesen Nullstellen, d.h., fiir jedes
Paar (x;, z;) existiert (mindestens) eine Symmetrie o mit z,¢;) = ;.

Die Koeffizienten von g = H (T — Zo()) i fest

oelG
sind invariant unter den Symmetrien, 0 € G <= 700 € G.
g ist daher ein normiertes Polynom mit rationalen Koeffizienten, siche Polynomring 13.
f ist das Minimalpolynom von z;. Mit ¢ = id ist z; Nullstelle von g(x) und damit sind alle
weiteren x;, Nullstellen von g, insbesondere auch z;, siche 3. Somit existiert eine Symmetrie
mit To(i) = Tj.
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+ Zusammengefasst

11. Sei L Zerfallungskorper von f mit rationalen Koeffizienten, den verschiedenen Nullstellen

x1,...,x, und t = V(xq,...,x,) eine galoissche Resolvente. Die Symmetrien der Nullstel-
len (Elemente der Galois-Gruppe) sind dann genau diejenigen n-stelligen Permutationen

Oy oy Om, sodass g = (z —t1)(z —ta)...(z —t,,) das Minimalpolynom zu ¢ ist mit:

tl = V(:L‘Ul(l), e ,l’al(n)) o1 = id, tl =1
tQ = V(l’UQ(l), P ,33'02(”))

tm = V(:L‘Um(l), e ,l'gm(n))

Sei L Zerfallungskorper von f = 23 + 2% + x + 1.

Die Nullstellen lauten z; = —1, 29 =1, 3 = —i.

t =V (xy, x9, ¥3) = T3 — x1 ist eine galoissche Resolvente,

denn fir die 6 Permutationen erhalten wir 6 verschiedene Werte:

V(IL‘l,l'Q,ZL‘g) = 1+1 =1

V(xy, x3,29) = 1 —1
V(xg, 11, 23) = —1 —1i
V(xe, x3, 1) = —2i
V(xs, 1, x2) = —1+1
V(xs, 9, x1) = 2i

G=(z—-01+1)(z—-1-1))(z—(-1-1)(z = (=2) (z = (-1 +1)) (= — 2i)
= 25 + 42t + 422 + 16
= (2% +4)(2? — 22+ 2)(2* + 22 + 2)

Das Minimalpolynom ist der irreduzible Faktor g = 22 —2z+2 von G, der die Nullstelle ¢ enthiilt.

v’ =204+2 = (z—(1+1)(z - (1-1)

Die Galois-Gruppe besteht aus den beiden Permutationen, die (xy, 23, x3) in
(1, To, x3) bzw. (1, T3, T2) liberfithren, also den Abbildungen id und i — —i.

Das Beispiel soll den Sachverhalt lediglich veranschaulichen, das Ergebnis ist wegen
(' =1)/(z—1)=23+22+2+1, 2* — 1= (22 +1)(2* — 1) und L = C offensichtlich.

Noch einmal:
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+ Galois-Gruppe von f

Die verschiedenen Nullstellen eines Polynoms f (separabel) lauten zy, ..., z,.
(f ist irreduzibel oder ein separables Produkt von irreduziblen Faktoren.)
Der Zerfallungskorper sei L.

1. Ein primitives Element ¢, d.h. L = L(t) ist zu eruieren.
Weiter sind das Minimalpolynom m von ¢ und seine Nullstellen ¢; zu ermitteln.

In einfachen Féllen gelingt das durch genaues Hinschauen.
Die Nullstellen von m sind primitive Elemente von L.
Ein Automorphismus, der Q festlésst, bildet ein primitives Element auf ein solches ab.

{1,t,¢%,...,t*}, grad m = k, ist eine Basis des Q-Vektorraums L.

Die Nullstellen z; werden durch ¢ polynomial dargestellt: = = hy(t), ..., z, = h,(t)
Ein Wechsel von ¢ nach ¢’ bewirkt eine Permutation der z;:
l‘a(l) = hl(t/), ey l‘a(n) = hn(t,).

Jede Nullstelle von m ergibt eine Symmetrie der Galois-Gruppe.

2. Ein primitives Element wird mit einem Term ¢ = v(xy, ..., x,) (galoissche Resolvente) er-
mittelt, der fiir jede n-stellige Permutation einen unterschiedlichen Wert t' = v(zo(1), - - . , Zo@m))
annimmt, moglich ist der Ansatz t = myz1 + ... + m,x,.

Das Minimalpolynom m ist der irreduzible Faktor von
V(z)= Haesgzp —V(To(1), - - - ,:Eg(n))), der (:p —v(xy, ... ,xn)) enthalt.

Dieser Linearfaktor ergibt die Identitét, die weiteren Linearfaktoren des irreduziblen
Faktors liefern die restlichen Symmetrien der Galois-Gruppe.
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Ein Zwischenkorper K von Q und einem Zerfallungskorper L ist eine endlich erzeugte Erweiterung
K = Q(ty,...,t) von Q mit algebraischen Elementen ¢;. Die Koeffizienten von Polynomen sind
Elemente eines Korpers, z. B. K. Algebraische Relationen von Nullstellen und die galoissche Grup-
pe G sind hinsichtlich eines Korpers K definiert. Die aufgefiihrten Aussagen bleiben auch fiir K
statt Q giiltig, z. B.

Ein Polynom f(z) tiber K mit der Nullstelle ¢ hat auch jede Nullstelle ¢ des Minimalpolynoms
von t iiber K als Nullstelle.

Statt von Q kann von K ausgegangen werden, namentlich bei der Festlegung eines primitiven Ele-
ments t = V(z1, ..., x,) und des Minimalpolynoms von ¢. Seine Nullstellen sind primitive Elemente
von der Form ¢’ = V(2(1), ..., To()), Wobei o eine n-stellige Permutation ist. Die Koeffizienten der
polynomialen Darstellung von ¢’ sind aus K.

Fiir einen Zwischenkoérper K von Q und L ist jede Symmetrie iiber L auch eine Symmetrie iiber K,
K C L, Gal(L|Q) C Gal(L|K).

Zwischen den Untergruppen von GG und den Zwischenkorpern gibt es eine Eins-zu-Eins-
Entsprechung (inklusionsumkehrende Bijektion). Zu jeder Untergruppe gehort ein Fixkorper.

12. Sei f € K[z] ein Polynom iiber einem Kérper K mit dem Grad n.
Ist f irreduzibel, so ist die Ordnung |G(f)| der Galoisgruppe von f ein Vielfaches von n.

Sei a eine Nullstelle von f, L der Zerfallungskérper von f.
K(a)C L, [K(a): K] =mn, [L: K| =|G(f)|, beachte die Gradformel.
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+ Galois-Gruppe von f = z° + px + ¢

Sei f =%+ pxr+q, p,q €Q, ein irreduzibles Polynom mit den verschiedenen Nullstellen
Ty, T, T3.

Die Diskriminante lautet (siehe hier): D = (z; — z9)?(71 — x3)* (29 — x3)* = —4p® — 27¢>

1.Fall VDeQ G =4,
Falls D ein Quadrat in Q ist, existiert eine rationale Zahl o # 0 mit
a = (r1 — x9)(x1 — z3)(x2 — 23) (beachte: die Nullstellen sind verschieden).

Diese algebraische Relation muss von jedem Element der galoisschen Gruppe G erhalten bleiben.
Damit kann G nur gerade Permutationen enthalten (sie bestehen aus einer geraden Anzahl von
Transpositionen). G muss daher eine Untergruppe der alternierenden Gruppe Az sein (das Pro-
dukt von zwei geraden Permutationen ist wieder gerade). Keine echte Teilmenge von Aj operiert
transitiv auf den x; (sieche Zusammenhénge 10.), somit folgt G = Aj. A,, enthdlt genau die
Hélfte der Elemente der symmetrischen Gruppe S, (Anzahl n!), da die Multiplikation mit einer
Transposition alle ungeraden Permutationen ergibt. Die identische Permutation id = (1) =
(12)(12) ist gerade.

2.Fall VD¢Q G=25s

« ist kein Quadrat in den rationalen Zahlen. Es muss eine Symmetrie geben, welche D nicht in-
variant lasst (siehe Polynomring 13.). Das bedeutet, dass mindestens eine ungerade Permutation
in G liegt. Da G transitiv auf xq, x5, x3 operiert, muss G mindestens ein weiteres Element ent-
halten.

Ein genauerer Blick auf die 6-elementige Gruppe S3 ergibt, dass wegen der Abgeschlossenheit
der Verkniipfung von G G = S5 ist.

o | (1) (123) (132) (12) (23) (13) Ay C S5, oot(i) =a(r(i)
(1) | (1) (123) (132) (12) (23) (13)
123)| (123) (132) (1) (13) (12) (23)
(132)| (132) (1) (123) (23) (13) (12)
(12) | (12) (23) (13) (1) (132) (123)
(23) | (23) (13) (12) (123) (1) (132)
(13) | (13) (12) (23) (132) (123) (1)

f=a3%— 3z + 1 ist irreduzibel (f(z — 1) = 2% — 32% + 3 Eisenstein-Kriterium) und separabel
iiber Q (siche Zusammenhénge 9.), D = —4(—3)% — 27(1)? = 81. Die Galoisgruppe von f ist As.

35


http://groolfs.de/Verschiedenespdf/symPolynom.pdf

+ Permutationen und Galois-Gruppe von f = 2° — bz + 1

1. (alag Ce ak) = (alak) 0...0 (alag) @) (alag)
Jeder Zykel der Lénge k lésst sich als Produkt von k& — 1 Transpositionen schreiben.

2. Schreibt man eine Permutation o € S,, auf verschiedene Weise als Produkt von Transposi-
tionen, so ist deren Anzahl entweder stets gerade oder stets ungerade.

Betrachte fiir das n-Tupel (a, b, ¢, d, e) das Produkt

P = (a—b)(a—c)la—d)(a—e)
(b—c)(b—d)(b—e)
(c—d)(c—e)
(d—e) P ist die Vandermonde-Determinante
Die Vertauschung zweier benachbarter Elemente dndert das Vorzeichen von P,
z.B. ergibt sich fiir das n-Tupel (a, c,b,d, e) :

—P = (a—c)(a—=b)(a—d)
(¢ =b)(c = d)(

(

(

a—e)

c—e)
(b—d)(b—e)
d—e)

3. (a1as...a) wird mit o konjugiert.
Fiir jede Permutation o gilt oo (ajas...a;) oot = (o(a1)...o(ar)).
oo (aay...a;) oo ! angewandt auf o(a;) ergibt

oo(aay...ax) oo (o(a;) = oo (aas...a)(a)) = o(aiv1)

4. S, wird von 0 = (12...k) der Lange n (n-Zykel) und 7 = (12) erzeugt, d.h. fiir eine
Untergruppe H C 5, die ¢ und 7 enthilt, gilt H = .5,,.
Fiir eine Transposition benachbarter Elemente gilt: (i i + 1) = 0" ' o700 (71,

Eine beliebige Transposition kann als Produkt von Transpositionen benachbarter Elemente

geschrieben werden. [

5. Sei f € Q] irreduzibel vom Grad p, p Primzahl, mit genau zwei nicht-reellen Nullstellen
in C. Die Galois-Gruppe G ist S,,.

Mit der komplexen Konjugation liegt ein Element (i, j) aus G vor, 0.B.d.A. sei dies (1, 2).
Da f irreduzibel ist, ist p ein Teiler von |G|. Nach dem Satz von Cauchy hat G ein Ele-
ment der Ordnung p. Stellt man dieses als Produkt disjunkter Zykel dar, so ist p das kgV
der Léngen. Mithin muss das Element ein p-Zykel (1i...k) sein, beachte: die Schreibwei-
se erlaubt eine zyklische Vertauschung der Elemente. Dann gibt es ein m mit (12... ) =
(Li... k)™ Wegen ggT(m,p) = 1 hat (12... ) ebenfalls die Ordnung p, ist also ein p-Zykel,
z.B. (13425)% = (12354). Mit 4. folgt die Behauptung. O

Fiir f =2° — bz + 1ist G = Ss.
3 reelle Nullstellen, siche Graph von f, f(x — 1) = 2° — 52* + 1023 — 1022 + 5 ist irreduzibel.
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+ Euklidischer Algorithmus

1.  Welche Zahlen sind durch 3 teilbar?

f T T T T T T T T T T T T T T T -

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Losung: Alle Zahlen, die mit 3er-Schritten erreichbar sind, d.h. alle Vielfachen von 3,
namlich: 3, 6, 9, 12, 15, ...

2. Ist 7063 durch 7 teilbar?

Losung: 7063 = 7000 + 63
Mit 1000 und anschlieSfend 9 T7er-Schritten ist die Zahl erreichbar.

3. Ist 582 durch 3 teilbar?

Losung: Um dies zu erkennen, gibt es eine einfache Regel. Hierzu zerlegen wir 582 geschickt:
582 =100-5+10-8 + 2
582=99-5+4+1-5+9-8+1-8+2
Da 99 und 9 durch 3 teilbar sind, muss lediglich untersucht werden,
ob dies auch fiir 5 + 8 + 2 zutrifft.
——

Dies ist die Quersumme von 582.

Eine Zahl ist durch 3 teilbar, wenn ihre Quersumme durch 3 teilbar ist.

Die Zerlegung liefert auch eine Begriindung fiir:
Eine Zahl ist durch 9 teilbar, wenn ihre Quersumme durch 9 teilbar ist.

4. Wie lauten alle gemeinsamen Teiler von 12 und 217

NS N

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

-~

.
>

Wenn 12 mit einer bestimmten Schrittweite erreichbar ist und auch 21 mit dieser Schritt-
weite,

dann trifft dies auch fiir die Differenz 21 — 12 = 9 zu (beachte die Schritte von 12 bis 21).
Statt die Teiler von 12 und 21 zu suchen, kénnen daher auch die Teiler von 12 und 9 ermit-
telt werden. Offensichtlich gibt es nur den gemeinsamen Teiler 3. Die Bildung der Differenz
kann wiederholt werden. Mit diesem Verfahren kann der grofite gemeinsame Teiler (ggT)
gefunden werden.

© Roolfs
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ggT(52,30) = 2 Von unten nach oben gelesen erhélt man daraus die Darstel-
lung:

52 =1-30+ 22 2=3-30—-4-(52—-30)=7-30—14-
30=1-22+ 8 =3-(30—-22)—22 =3-30—4-22
22=2-8+ 6 =8—-(22-2-8) =3-8 —22
8 =1-6 4+ 2 2=8—-6 Mit der vorletzten Zeile beginnen.
6 =3-2+0

geT(48,5) =1 Von unten nach oben gelesen erhélt man daraus die Darstel-
lung:

48=9-5+3 1=2. (48-9-5)—5=2-48—-19-

5 =1-3+4+2 =3—-(5-13) =2-3 =5

3 =1-2+1 1=3-2

2=2-140

Damit ist gezeigt, dass

1 =2-48—-19-
gilt, woraus

—19-5 mod 48 =1
folgt.

Addieren wir auf der linken Seite noch 48 - 5 (was auf der rechten Seite nichts dndert,
da wir modulo 48 rechnen) erhalten wir

295 mod 48 =1

Satz von Bézout
Seien a,b € Ny. Der grofite gemeinsame Teiler ggT(a, b) lidsst sich als ganzzahlige
Linearkombination von a und b darstellen:

ggT(a,b) =u-a+wv-b mit u,v e Z.

Die Darstellung ist nicht eindeutig,
die Gleichung wird durch verschiedene Zahlenpaare u, v erfiillt.

ggT(16,6) =2=—-1-16+3-6
= 2-16-5-6

T © Roolfs
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+ Polynomring

Der Polynomring Q[z] hat viele Eigenschaften, die man von den ganzen Zahlen Z kennt.

10.

11.

. Eine Division mit Rest erfolgt mit der Polynomdivision.

Seien f(z) und g(x) Polynome, ¢g(z) normiert. Dann existieren eindeutig bestimmte
Polynome ¢(x) und r(x) mit f(z) = q(z) - g(z) + r(z) und grad r(z) < grad g(z).

. Je zwei Polynome besitzen einen grofiten gemeinsamen Teiler.

Der grofite gemeinsame Teiler von zwei Polynomen f(x) und g(x) besitzt eine Darstellung
geT(f(x),g9(x)) = u(x)f(x) + v(x)g(x) mit geeignet gewahlten Polynomen u(z) und v(z).
Die Berechnung kann mit dem Euklidischen Algorithmus erfolgen.

Aus ggT(f(x),g(x)) =1 folgt 1 = u(a)f(a) fir g(a) =0, also f~(a) = u(a).

. Seien f(z) und g(z) zwei normierte Polynome aus Q[x] mit einer gemeinsamen Nullstelle.

Ist dann f(x) irreduzibel (prim, f(x) lasst sich nicht als Produkt von Polynomen
kleineren Grades schreiben), so teilt f(x) das Polynom g(x).

Zwei irreduzible normierte Polynome aus Q[x] sind somit schon gleich, wenn sie eine
gemeinsame Nullstelle besitzen.

Jedes Polynom besitzt {iber den rationalen Zahlen eine bis auf die Reihenfolge eindeutige
Zerlegung in irreduzible Faktoren.

. Ist das normierte irreduzible Polynom f(x) Teiler von g(z) - h(x), so teilt f(x)

(mindestens) einen der beiden Faktoren.
In diesem Sinne verhélt sich ein normiertes irreduzibles Polynom wie eine Primzahl in Z.

Jede algebraische Zahl x ist Nullstelle genau eines normierten irreduziblen Polynoms mit
rationalen Koeffizienten. Dieses Polynom heif3t das Minimalpolynom von .

Die Zerlegung eines Polynoms in irreduzible Faktoren ist, abgesehen von der Reihenfolge
und Konstanten, eindeutig.

Beachte: Im Ring der GauBischen Zahlen Z[i] ist dies nicht so, 20 =4 - 5,

20 = (24 61)(1 — 3i).

Ein irreduzibles normiertes Polynom iiber den rationalen Zahlen hat keine doppelten
Nullstellen (ist separabel).

Zu jedem normierten Polynom gibt es genau eine normiertes Polynom, das die gleichen
Nullstellen besitzt, diese aber jeweils mit der Vielfachheit 1.

Fundamentalsatz der Algebra

Jedes Polynom mit komplexen Koeffizienten f(z) vom Grad n besitzt genau n,
moglicherweise mehrfach zu zéhlende, komplexe Nullstellen und zerféllt daher vollsténdig
in Linearfaktoren, f(z) = (x — z1)(z — x2) - ... (x — x,) mit z; € C.
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12.

13.

Ein Polynom in n Variablen heif3t symmetrisch, wenn es sich unter Vertauschen der
Variablen nicht dndert.

Die Koeffizienten einer normierten Polynomgleichung sind bis auf Vorzeichen die
elementarsymmetrischen Funktionen in den Losungen ;.

22 — (11 + 29)T + 1125 = 0, (x—z1)(x —22) =0
T3 — (11 + 9 + 3)% + (T1T2 + 173 + Tox3)T — T1T0x3 =0, (v —x1)(x — 22) (T — 23) =0
Jedes in x4, ..., x, symmetrische Polynom lésst sich als Polynom in den elementar-

symmetrischen Polynomen darstellen, siehe hier, z.B. 22 + 22 = (21 + 22)? — 2(2120)

2+ i+ x§ = (21 + o + 13)* — 2(2179 + 1173 + T2T3)

T3x9 + 2iw3 + X371 + TiIx3 + 2371 + T30 = (11 + To + 13) (L1702 + X1 T3 + T2x3) — 3T ToT3

Vielfache Argumentation (n =4, a,b,c,d rational):

+ard+br* +cerx+d= (v —x) (v — 32) (2 — 23) (T — T4)

=2 — (z1 + 23 + 23 + 7423

2
+ (2122 + 21273 + a3 + X104 + ToTy + T3T4)T
— (21293 + T1T2T4 + T1X3T4 + ToT3T4)T + T1T2T3T4

Fiir das Polynom f bedeutet das:

1+ To+T3+2T4 = —a
T1%g + T1T3 + Tokz + X104 + ToTg + X324 = b
T1T2T3 + T1X2T4 + T1X3T4 + To2T3T4 = —C
T1Tol3xs = d
Ein in xy, ..., x4 symmetrisches Polynom mit rationalen Koeffizienten ist eine rationale Zahl.

Es gilt auch die schwéchere Bedingung:
Ist ein Polynom in zy, ..., x, invariant beziiglich der Symmetrien der Galois-Gruppe,
dann ist es eine rationale Zahl (Q ist der Fixkorper).

Beweis
z2=g(x1, ... Tp) = 9(Toq1), - Tom)) = g(h1(ts), ..., hn(ts)), siche Zusammenhénge 4.

Summiert man die verschiedenen Darstellungen des Wertes z iiber die Permutationen der
Galois-Gruppe G, ergibt das:

G2 =3 glhalte). .. halts))

o€l

Die t,, 0 € G, sind die Nullstellen des Minimalpolynoms, der Summenterm ist symmetrisch in
den Werten ¢, und kann daher polynomial durch die elementarsymmetrischen Polynome der
t,, also durch die rationalen Koeffizienten des Minimalpolynoms ausgedriickt werden.
z ist rational.

Hier befindet sich die Nahtstelle zur modernen Galois-Theorie nach Dedekind und Artin, die
von einer endlichen Korpererweiterung L von K und der Gruppe aller Automorphismen von L
ausgeht, die K elementweise fest lassen (K ist der Fixkorper).

/]\
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a8 — 8x7 + 2420 — 3225 + 182x* — 823 + 822 —1=0
xizli\/li\/—li\/i

Galois 1811-1832 wurde von Fragestellungen um Polynomgleichungen und deren Losungen durch
Wurzelterme gefesselt. Er fand heraus, dass die Nullstellen eines Polynoms f genau dann durch
Wurzelterme ausgedriickt werden konnen, wenn die Symmetriegruppe von f bestimmte Unter-
symmetriegruppen enthélt . ..

/I\

Aquivalenzrelation, Restklassen, Kleiner Satz von Fermat, Satz von Euler
Galois-Theorie Anfiange
Hauptsatz iiber elementarsymmetrische Polynome
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