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+ Ungleichungen mit Betragen

|z —2|<1

Seix —2>0,d.h. x> 2,
r — 2 < 1 bedeutet x < 3,

beides zusammen ergibt: 2 < z < 3

Seix —2<0,d.h. x <2,
—(x —2) <1 bedeutet x > 1,
beides zusammen ergibt: 1 < x < 2.

Insgesamt 1 <z < 3

—_

|dx — 6| > 2
2. |2z+1|<5
3. |3xz+2|>6

4. |7z—-5|<1

2z
5 @ ——
|z +1|
z+3
6. —— <2
|20 —1] —
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|4z — 6] > 2 (—o0,1) U (2,00)

|20 4+1| <5 [—3, 2]
3+2] 26 (~00,-3] U [3,00)
4 6
|7Tx -5 <1 (%, 7)
L [1,00)
|z+1|

Mit dem positiven Nenner darf gefahrlos multipliziert werden.

T+3 1 2
| 22 — 1| <2 (_007_5]U[3’OO)
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+ Bruchungleichungen

r+4

2
4o — 12 -

Es miissen 2 Félle (Nenner positiv bzw. negativ)
unterschieden werden.

Nenner positiv 4z — 12 > 0 liegt im Bereich (ausrechnen!) x > 3 vor.

r+4
4o — 12

> 2 |- (4z —12) (> 0)
T44> 2 (4 —12).
r <4

x < 4 schrinkt den Bereich z > 3 auf (3,4) ein.

Nenner negativ 4 — 12 < 0 liegt im Bereich x < 3 vor.

T+ 4
4o — 12

> 2 |- (4z —12) (< 0)
T44< 2 (4 —12).

T >4

Kein z erfiillt beide Bedingungen, so dass der Losungsbereich (3,4) lautet.

1 2;3— 1 <1
2. 2xx— 1 23
4 222y
Xz
1 © Roolfs




2z +1

20— 1

<1
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+ Komplexe Zahlen

Mit z = r(cos ¢ + i sinp) gilt:

2" =1r"[cos(n p) +i sin(n p)]

%:%@OSMHQDM% k=01, n—1

n n

1. Bringe die Ausdriicke in die Normalform z = = + iy.

2—3 4 — 8
) 32- b) 81-
3+ 4 3—2

2. Bringe die Ausdriicke in die Polarform.

a) —5—12i b) 7—+/13i

3. Ermittle die Wurzeln.

a)% b)41+i

o (3v2-3v2i)

c) —34+27i



Komplexe Zahlen

Mit z = r(cos ¢ + i sinp) gilt:
2" = 1" [cos(n @) + i sin(n )]

%:%@OSMHQDM% k=01, n—1

n n

1. Bringe die Ausdriicke in die Normalform z = = + iy.

2—3i 6 17 4—-8 28 16. 1 15\ .
ST Al UL s il E il ELD) (2\/5_2\5@) =

2. Bringe die Ausdriicke in die Polarform.

a) —5—12i b) 7—+/13i c) —3+27i

a) —5 — 12 = 13- (cos(1,966) — isin(1,966)) beachte: cos(—a) = cos(a), sin(—a) = — sin(a)
b) 7 — /134 = 7,874 - (cos(0,476) — isin(0,476))
¢) =3+ /27i =6 (cos(2,094) — isin(2,094))

3. Ermittle die Wurzeln.

a) V1 b) VIti

a) 1; —0,5+ 0,866

b) —1,070 — 0,2134;
1,070 + 0,2134;

— 0,213 + 1,0704;
0,213 — 1,070;



+ Umrechnung in Polarkoordinaten

Gegeben (z,y) (oder z =z + yi)
gesucht (r, )

e VTP

Bei der Berechnung des Winkels ist der Quadrant, in dem (z,y) liegt, zu beachten.

\ Y
y 1z y
o arctan o + D) o arctan o
1 a
s
-3 -2 -1 1 2 3 T
-1 -
o arctan 4_ T 179 o arctan 4
T ) T

Tipp:
tany = % besitzt neben ¢; (mit dem TR ermitteln) auch ¢, + 7 als Losung

(tan hat die Periode ).
Nun ist von 1, o derjenige Winkel zu wihlen, der zum Quadranten von (z,y) passt.

T © Roolfs




4+ Trigonometrische Gleichungen

Trigonometrische Gleichungen werden auf Gleichungen der Form
sinx = c¢ (nur losbar fiir: —1 < ¢ <1)
sinax = c
sin(ax +b) = ¢

zuriickgefiihrt (Entsprechendes fiir cos, tan), und zwar durch:

1) Ausklammern, Anwenden der Faktorregel: f(z)-g(z) =0 <= f(z) =0 oder g(z)=0
2) Losen einer quadratischen Gleichung nach Ersetzung
3) Verwenden einer Beziehung

sinx +cos?z =1

a)
b) sin 2z = 2sinx cos x
— o2 2
¢) cos2x = cos”x —sin” x
sin
d) t =
cos T

1. sinax =0
ax=k-w, k€EZ
x:k:-ﬂ, kelZ

S|

\ Y

2. cosaxr =0
ax:g%—k‘-w, kel
T T



3. sinzx+k-cosx=0 k#0, —

(Sl

tanx = —k
x1 = arctan(—k)

To =21+ 7T

4. 2sin2x —cosx =0 [O; 27?]
cos T =
T 3
33'1—5 33'2:57'('
1—4sinz =0

25 = 0,253 a4 = 2,889

5. sinx + cos2x =0 [O; 27?]

—2(sinz)? +sinz +1=0

m

.%'1:5
1
SIN T = —§

6. cos(2e—2)=0
2x—2:%+2n7r, kel
=7 +1+nm, ke

3T
2x—2:7—|—2n7r, kel

x2:%+1+mr, kel

IN

© Roolfs

IN
poleo

siehe Graph der Cosinus-Funktion




+ Additionstheoreme

sin (¢ + ) = sina cos + sin 8 cos «

cos (¢ + ) = cosa cos B — sina sin 3

10



+ Gauss-Verfahren

3 1
2+ 3y - == 113 [-(-})
dr — 2y + 3z =
r — y + 22 = 3
Lésung:

r=3 y=2; z=1

r 4+ 2y + 3z = 16 |-(-2) |-(-3)
2c + y + 4z = 19
v + 4y + 2z = 26

Losung:
r=4 y=3; z2=2

Tipp: Die Gleichungen kénnen auch vertauscht werden.
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+ Abstand Punkt/Gerade im R?

Berechne den Abstand:

0 2

a) P(B|1]-2) g IT= 21+ Al O
-2 ~1

1 -1

b) P(8|0]0) g T=1[-3]+ A 1
2 0

Losungen:

a) d=+6
d

b) V54

T © TRoolfs
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+ Abstand Punkt/Ebene

H
d = |n°OP—a |

Um den Abstand eines Punktes P von einer Ebene E zu bestimmen, setzt man fiir £
in die linke Seite der Hesseschen Normalenform den Vektor OP ein und nimmt den Betrag.

Berechne den Abstand des Punktes P(2|1]0) von der Ebene: 2= | 1 | + A | 1 | +p

St

I

)

S

I
wino

I

0,666
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+ Determinanten

Sarrussche Regel oder Jagerzaun-Regel:

+ + +

= a1b2C3 + blcgag + Cla2b3 — a3b201 — b3CQCL1 — CgCLle

a1y + a1222 + a13T3 = Up
A21T1 + QX2 + Qo3T3 = U
az1 1 + a3xT2 + a3 Tz = Uj - S
oder AT = U
@11 aiz2 Q13 T u1l
. — —
mit A = 91 Q92 Q93 , xr = x9 |, u = U9
a31 dazz G33 z3 us
aix Q2 a3
Q22 A23 Q12 Aa13 a1z a3
det A = | azy ap asz | = an — o1 + as;
a3z Q33 a3z Q33 Q22 (23
a31 32 a33
Uy a2 as a1; U ais ailz aig Ui
Uz A22 «A23 Q21 U2 Q23 a1 Q22 U2
Uz a3z as3 a31 U3 as3 a31 32 U3
I = To = Tr3 =
det A ’ det A ’ det A

(Cramersche Regel)

Die Unterdeterminanten ergeben sich durch Streichen von Zeilen und Spalten.
Die Determinante wurde hier durch Entwicklung nach der 1. Spalte definiert.
Fiir die Vorzeichen gilt:

Tipp: Verwende jeweils die Zeile oder Spalte mit den meisten Nullen.

T © Roolfs
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Berechne die Determinante

a)
5 0 4
0 2 -2
3 -1 6
b)
—4 0 3
2 0 -5
0 -2 0

15



Berechne die Determinante

a)
5 0 4
0 2 —2[=26
3 -1 6
b)
—4 0 3

16



+ Inverse Matrix

Die Losungsformel fiir Gleichungssysteme A X = 4 mit zwei Variablen lautet,
falls es eindeutig losbar ist (Cramersche Regel):

a11T1 + G2 = Uy
A21T1 + Q2%y = Uy
Uy a2
Uz A2 U1A22 — U2G712 U1Q22 — U2A12
xl = — —
ay;  apo a11022 — A21012 det A
a1 Q22
ain U
. Q21 U2 11U — Q21U 11U — G21U1
2 pr— = pr— _—
ar  aq2 1192 — A21QA12 det A
a1 Q22

Dies kann auch in Matrizenform geschrieben werden: & = At

AAL A 1A - F
10
E = (0 1>'

A~ kann auch mit dem Gauss-Verfahren ermittelt werden. Das Losen zweier Gleichungssysteme
kann vereinfacht werden, da die Rechenoperationen fiir den linken Teil gleich sind.

a1 a12

0
a21 22 1

1
0

Ermittle die inverse Matrix von A = < 3 5 )

17



Inverse Matrix

2 -1 1
, A7l = 8 —5 2
~11 7 -3

A1 1 Qoo —Q12
det A —a91 anq

© Roolfs
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Zwei Vektoren des R? sind linear abhingig, falls der eine ein Vielfaches des anderen ist, @ = AD.

Drei Vektoren sind linear abhéngig, falls sich ein Vektor als Linearkombination der iibrigen beiden
darstellen ldsst, z.B. @ = Ab + uc.

m Vektoren des R” sind linear unabhéngig, falls sich kein Vektor als Linearkombination
der iibrigen darstellen lasst.

Satz
m Vektoren des R sind genau dann linear unabhéngig, falls aus einer Linearkombination
des Nullvektors Ajd; + \ody + ...+ A\,a, = 0 folgt,

dass alle Koeffizienten Aq,..., )\, Null sein miissen.
Def.
Die linear unabhéngigen Vektoren da;, ds, ..., @, bilden eine Basis einer Vektormenge

(sogenannter Vektorraum), falls sich alle Vektoren dieser Menge als Linearkombination
der @; darstellen lassen.

Satz
Alle Basen bestehen aus gleich vielen Elementen.
Ihre Anzahl heift Dimension des Vektorraums.

Satz
n Vektoren des R sind genau dann linear abhéngig, falls die Determinante der zugehorigen
(quadratischen!) Matrix null ist.

4 0 12
a) Uberpriife, ob die Vektoren =11 , 7: 31, =1 -9
linear unabhéngig sind. 0 —2 8
) ., 2 ., 0 . 1
b) Uberpriife, ob die Vektoren a= | 1], b= 11, ¢c=10
eine Basis des R3 bilden. 0 —2 7

19



a) Uberpriife, ob die Vektoren a= |1 |, b= 3
linear unabhéngig sind. 0 —2

7, 7, < sind linear abhéngig, ¢=34d- 4?.

. R 2 . 0
b) Uberpriife, ob die Vektoren a= 1| 1], b= 1
eine Basis des R? bilden. 0 -2

Die Vektoren bilden eine Basis des R3.

20



+ Eigenwerte und Eigenvektoren

) a ¢
Es sei A = b od

Vektor # = (z) ein Vektor @ = (Z) zugeordnet. Die Abbildung lautet: AZ = o .

eine quadratische Matrix. Durch Multiplikation mit A wird einem

Bei vielen Anwendungen stellt sich die Frage, ob ein Vektor 7 existiert, der durch die Abbildung
auf sich selbst oder auf ein Vielfaches von sich selbst abgebildet wird.

Es werden also Losungen der Gleichung AZ = AT bei gegebenen A gesucht.

Betrachten wir ein Beispiel. Gegeben sei die Matrix

3 =2
A= ( 3 ) .
Die Fragestellung fiithrt auf das Gleichungssystem:

3r — 2y = \r
2v — 2y = Ny

Um es zu l6sen, formen wir um:
B—=XNz — 2y = 0
20 — 24+AN)y = 0

Fiir dieses Gleichungssystem existiert eine triviale Losung: =0 und y=0.
Eine nichttriviale Losung existiert genau dann, wenn die Spaltenvektoren kollinear (linear abhéingig)
sind, die Determinante der Koeffizienten mithin verschwindet. Somit ist die Gleichung

3—A -2

o 2 . o ..
9 9 | = 0 oder A= A—2 = 0 zu lésen,

die die charakteristische Gleichung des Problems heifit. Die Losungen, genannt Eigenwerte, sind
A= —1, Ag =2

Zu jedem Eigenwert kann nun ein dazugehérige sogenannte Eigenvektor bestimmt werden:

Zu A = —1 erhalten wir dr — 2y = 0
2c — y = 0

Die beiden Gleichungen sind voneinander abhéingig, eine von ihnen kann weggelassen werden.

Eine mogliche Losung ist 7 =1, y; =2, zusammengefasst: 77 = (1 )

2
Jedes Vielfache von z7 wire ebenfalls ein Eigenvektor zum Eigenwert A\; = —1. Analog erhalten
wir zum Eigenwert A\ = 2 den Eigenvektor 25 = i) oder jedes Vielfachen davon.
T © TRoolfs
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1. Ermittle fir die Matrix A = (2 2 ) Eigenwerte und Eigenvektoren.

1 3
2 1 3
2. Ermittle fiir die Matrix B = 0 1 1 Eigenwerte und Eigenvektoren.
2 2 0

22



Aufgaben Ergebnisse

2—-A 2

Zunéchst ist die Determinante der Matrix ( 1 3.\

) zu ermitteln.

Ergebnisse:

Eigenwert, Eigenvektor

)\1:1, ’U_i: (_?)

2 1 3
B = 0 1 1
2 2 0
2—A 1 3
Zunéchst ist die Determinante der Matrix 0 1—A 1 zu ermitteln,
2 2 A

z.B. durch Entwickeln. Die Spalte oder Zeile mit den meisten Nullen wird bevorzugt.

Dann muss ein Faktor ausgeklammert werden (A—1)( ... )=0.

Durch Losen der restlichen quadratischen Gleichung (... ) = 0 mit der p-¢g-Formel werden
die {ibrigen Losungen erkannt.

Mit diesen Losungen ist dann jeweils ein Gleichungssystem zu bearbeiten:
Az = 2%, Az = X Az = M7

Die A; konnen auch in die obige Matrix eingesetzt werden (Vorzeichen beachten),
auf der rechten Seite der Matrixgleichung steht dann der Nullvektor.

Ergebnisse:
Eigenwert, Eigenvektor

5 -1
)\1 = 4, U_i = 1 s /\2 = ]_, U_é = 1 s /\3 = —2, U_;;, = 1
3 0 -3
© TRoolfs




+ Schnittgerade zweier Ebenen

Beim Schnitt von nicht parallelen Ebenen tritt ein unterbestimmtes Gleichungssystem auf.

v — 4y + 2z =1
or + 2y — 3z = 6

Das Gauss-Verfahren liefert:

D
T13
e
T 13

1 0

N[—= =

0 1

Das heift:

v+ (-32) =

N | — —

y + (132 =

und damit:

15—3 z+1 1 15—3 1 5
F=| 7 L|=|Ll4z1 2| =L ]+x|7
13°712 2 13 2
- 0 1 0 13
1
% ist eine spezielle, d.h. einzelne Losung des Gleichungssystems.
0
)

A| 7| ist die allgemeine Losung des zugehorigen homogenen Gleichungssystems:

1
3 3r — 4y
or + 2y

+

z
3z

24



+ Losbarkeit von Gleichungssystemen in Abhéangigkeit von A

Gegeben sei das lineare Gleichungssystem

r + y + A = 6
20 + 3y — 62 = —-10
—2r + y 4+ 5z = 15

Fiir welche X ist das lineare Gleichungssystem eindeutig 16sbar?

Die Determinante der Koeflizientenmatrix lautet: 23 + 8\ 5
Fiir die eindeutige Losbarkeit muss 23 + 8\ # 0 sein, d.h. \ # —@3.

25



Losbarkeit von Gleichungssystemen

Fiir welches t € R hat das LGS keine Losung?

tx + y+ z =1
z +ty + 2
T+ y+itz=1

|
—

26



Losbarkeit von Gleichungssystemen

Fiir welches t € R hat das LGS keine Losung?

tx + y+ z =1
T +ty+ 2z =1
T+ y+itz=1

r Yy =z ‘

t 1 1|1

1t 1 |1 |- (=t

1 1 t |1 ]|-(=t)

r Yy z ‘

t 1 1 1

0 1—¢ 1—t |1—t

0 1—t 11—t |[1—t |- —(1+1)
r Yy Z ‘

t 1 1 1

0 1—t* 1—t 1—t
0 0 B3+t2 -2t |2 —t

Das LGS besitzt genau dann keine eindeutige Losung,

wenn eines der Hauptdiagonalelemente den Wert 0 annimmt:
B2 —2t=0 = t;, =0, ty=1, t3=-2
1-t*=0 = ty5=+1

te =10

Fiir diese t-Werte existieren entweder unendlich viele Losungen oder gar keine.
Diese t-Werte miissen einzeln gepriift werden:

t1 =0 Dies ergibt in der 3. Zeile eine Nullzeile, damit unendlich viele Lésungen.
o =1 Dies ergibt in der 3. Zeile eine Nullzeile, damit unendlich viele Lésungen.
t3 = —2 Die 3. Zeile ergibt den Widerspruch 0 = 6, es gibt keine Losung.
t5 = —1 Die 3. und 2. Zeile ergeben jeweils z = 1.
In der 1. Zeile ist eine Variable frei, damit ergeben sich unendlich viele Losungen.

27



+ Abstand Punkt/Gerade im R”

St

Sl

Geradengleichung: T = d + \u

-2 2
Wie grof ist der Abstand des Punkts P(3|2) zur Geraden g: % = ( 2) +A <1> ?

In der zy-Ebene (2dimensional) existiert eine Normalenform und dann auch
die Hessesche Normalenform fiir Geraden.
Der Normalenvektor ist orthogonal zum Richtungsvektor.

HNF

—0

g: n°(f—a)=0

n°r—c =0, c=n°-a

H
d = |7n°OP—c|

d=3

2 3
Wie grof ist der Abstand des Punkts P(1|2) zur Geraden g: # = ( 3) + A ( 4) ?

28



2 3
Wie groB ist der Abstand des Punkts P(1]2) zur Geraden g: 7 = ( 3) +A ( 4) ?

11
d= 5
Hinweis:

Ein Einheitsvektor 7° (Vektor der Linge 1) des R? ist durch den mit der positiven z-Achse
eingeschlossenen Winkel ¢ festgelegt:

. CoS ¢
n =
sin ¢

AY
sing F-——————————— ‘ n°

!

!

Lénge 1 \

!

!

\ !

L ‘

cos T
T © Roolfs

29



+ Achsenabschnittsform der Ebene

Die Gleichung der Ebene mit den Achsenabschnitten a, b und ¢ lautet:

z Yy, 6 z_
a—’—b—kc_1
z ¥y, 6 z_
stytg=1

Dies kann unmittelbar mit einer Betrachtung der Achsen-Schnittpunkte
bestétigt werden. Fiir die Schnittstelle zy der Ebene mit der z-Achse gilt
z.B.y=0und z =0, also g = a.

Die Koordinatenform 5z + 3y — 2 =6
kann durch eine Division mit 6 in die Achsenabschnittsform umgeformt werden.

clo K
+
[\Nof Nag
|
(@R
Il
—_

30



+ Diagonalisierung

12
Es sei eine symmetrische Matrix gegeben: A = (a z ) ., zB. A = (2 ) )
c

Wenn nun die verschiedenen Eigenwerte A\;, A\ mit den dazugehotrigen Eigenvektoren v, v
ermittelt wurden, kann A als Produkt dreier Matrizen dargestellt (diagonalisiert) werden:

(o) =y ) ey

Die Eigenvektoren sind hierbei also zu normieren.

Man wird feststellen, dass sie orthogonal sind und ] J
o _o\T . o _o\—1 .. . .
dass (vl, 112) mit (’Ul, '02> iibereinstimmt. AT
1%

Die Eigenwerte der Matrix A sind A\; = —1 und A\, = 3, RV =

. . . S 1 5 1 A
die zugehorigen Eigenvektoren vy = ( 1) und vy = <1> \\C}\

. _
Der Normierungsfaktor ist —.
© V2
Um fiir ¥ das Bild AZX zu ermitteln, stellen wir &
als Linearkombination der Eigenvektoren dar:
f = 0117; + 0217; X
. = _0 _0 _0 0 Y
Nun ist A% = A(c17; + coty) = Mty + Aacaty :
AZ
Die Diagonalisierung beinhaltet nichts anderes. E
In Matrizenschreibweise heifit : 4
, }q/
o C C o\ —
7= (771,172) Y ooder () = (d,45) @ AN
Co < q'//Cﬁ'
- A1¢y
x = < -
(}\
—° 1 — —° —° —
U1> 2 vl,v2> T = MUy + hocoVy = AT
0 /\2

T © Roolfs
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Die Basisvektoren der neuen Basis sind die orthonormalen Eigenvektoren '17?, 17; von A.
In dieser neuen Basis ist die Gestalt der Abbildung besonders einfach, da sie hier durch die
Diagonalmatrix

A0
0 Ao

gegeben ist. Sie enthélt die Eigenwerte.

Deswegen nennt man die Basisvektorrichtungen auch Hauptachsenrichtungen von A.
Geometrisch bedeutet dies, dass in jeder Hauptachsenrichtung eine Streckung mit dem jeweiligen
Eigenwert als Streckfaktor erfolgt (einschlieflich Richtungsumkehr fiir negative Eigenwerte).

Die Koordinaten in der Basis der orthonormalen Eigenvektoren wurden mit ¢y, ¢y bezeichnet.

Eine Eigenvektorbasis wird bei iterierter Abbildung nutzbringend verwendet.

A (A(A-D) ) = AT = Nyt + Aot

~~

n Iterationen

(‘Z §> =(U‘i,6§)<§ f) (#.4)"

32



+ Schnittpunkt Gerade/Ebene

1. Berechne den Schnittpunkt der Geraden

g T= 3|+ A -3 Y
-1 1
x g
3
und der Ebene E: 4|1-2—4=0
—2
Lésung:

Der gesuchte Vektor &, der zum Schnittpunkt S fiihrt, erfiillt die
Geraden- und die Ebenengleichung, daher lautet die Schnittbedin-

gung:
3 2 2
4 31 +A| -3 —4=0
-2 -1 1
20-8A—-4=0
—8A=-16
A=2

A = 2 in die Geradengleichung eingesetzt,
ergibt den Schnittpunkt S(6 | -3 1).

2. Berechne den Schnittpunkt von Gerade und Ebene:

1 2 —2
a) g T=|-1]+A]0 E 1|-7—4=0
3 1 3
4 —1 4
b) g T = 0+ A 1 E 21 7-5=0
—2 3 1
© Roolfs




Schnittpunkt Gerade/Ebene

Losungen:
2.a) SGB|-1]5), A=2
b) S(1]3]7), A=3

34



+ Vollstandige Induktion

Wir wollen die Aussage: Fiir alle natiirlichen Zahlen gilt: ~ (2™) =n-z""' beweisen.
() =1 Dies ist unmittelbar einsichtig.

() =(x-z)=1-24+2-1=2x Wir verwenden die Produktregel.

(23) = (2% 2) =22 -z + 2% 1 = 32?

(z1) = (2% - 2) =32° -z + 2% - 1 = 423

Um  (2%) =42® zu beweisen, haben wir  (23)’ = 32>  verwendet.

Um  (2°) =5z' zu beweisen, wiirden wir ~ (z?) = 42®  verwenden.

Sei A(n) die Aussage (z") =n-z"!
Bisher haben wir A(1), A(2), A(3), A(4) bewiesen.

Etwas genauer haben wir gezeigt:

A(1) Das war der Anfang.

A1) = A(2)  In Worten: Aus A(1) folgt A(2)
A(2) = A(3)

A(3) = A(4)

Wenn es nun gelinge, den Ubergang ~ A(n) = A(n +1) allgemein zu beweisen,
so ware damit A(n) fiir alle natiirlichen Zahlen giiltig.

Der Nachweis ist nicht schwierig:

(" = (2" -2) =na"'-x+2"-1=(n+1)-2" Diesist A(n+ 1). Verwendet wurde A(n).

Damit wurde auf einen Schlag gezeigt:

= A(7) und so fort
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4.

Zusammengefasst: Um eine Aussage durch vollstidndige Induktion zu beweisen,

gentigt der Nachweis von
A(1) Dies ist der Induktionsanfang.
An) = A(n+1) Das ist der Induktionsschluss von n aufn + 1.
In Worten: Wenn die Aussage fiir n gilt, so gilt sie auch fiir den Nachfolger von n.

Beweise:

a) 24+4+6+...+2n=n(n+1)

b) 1+3+5+...+(2n—1)=n?

c) 1+2+3+...+n= %n(n—i—l)

d) 12+22+3+...+n*= %n(n+1)(2n+1)

e) 1B+224+33+...+n3 :in2(n+1)2

1+345+...+(2n—1)=n?

Beweis:

1. Induktionsanfang n =1, A(1): 1=1% stimmt

2. Induktionsschluss von n auf n + 1
An) = A(n+1)
Schreibe hierzu A(n + 1) auf, formuliere also die obige Formel fiir n + 1:

1+3+5+...+2n -1+ 2(n+1)—1)=(n+1)

Um die Gleichheit zu zeigen, wird A(n) verwendet: Die ersten n Summanden ergeben n?.

14+3+5+...+2n—1)+(2(n+1) - 1) = (n+1)°

712

Es verbleibt der Nachweis von:
n?+2n+1)—1)=(n+1)>

Der verbleibende Nachweis ist nicht immer so einfach wie in diesem Beispiel.
Héufig fithrt geschicktes Ausklammern zum Ziel.

T (© Roolfs
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+ Satz von Cayley-Hamilton

2 2
Gegeben sei die Matrix A = (1 3). Das charakteristische Polynom A% 4 a; A + a¢ lautet:
2—X\ 2
=\ —5\+4
1 3-A

Nach dem Satz von Cayley-Hamilton A% + a; A + ao€ = O gilt dann: A% —5A4+4E = O

Eine Folgerung (Multiplikation mit A™') ist z.B. A —5& +4A471 = O.

Hieraus erhilt man eine einfache Darstellung der inversen Matrix: A~! =

(56 — A)

N
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+ Skalarprodukt

b - cosa

N
21

. Welchen Winkel bilden die Vektoren @ und b ?

1 3 1 -2
a) a=|[1], b=[-4 b) @a=|-6]|, b=]| 5
1 2 2 -2
Losungen:
. Berechne die Innenwinkel des Dreiecks A(2[4|3), B(6]0]| —4) 1. a) 83,8°
und C(5]—4]2).
2. 48,9°;
6
. Welche Winkel bildet a = 5 | mit den Koordinatenachsen? 3. 49 70
-5
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b) 168,2°
62,7°; 68,4°
57,4°  122,6°



1 Berechnung von Flachen und Volumen

b
L. AParallelogramm (Raute) — |laxb|=|dxc|
2dimensional:
ap b
AParallelogramm (Raute) — b = | arby — ashy |
az 02
b

2.

3.

4.

1 . —
ADreieck = 9 | @ x bl

2dimensional:

DO —
Q
=
o
P

A Dreieck —

=)
9

=
1\

ST

QL

- —

Vspat = [ (@xb) - &|=|det(d, b, c)]|

v, ~Lly
Pyramide (Grundfliche Parallelogramm) — 3 Y Spat

39
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1 Eigenwerte A, Ao, Ao erraten

A=) A =X) - (A= A3) = A3 — (AL + A+ A)A2 + ()X — Arda)s

A3 =6\ +11A—-6=0

/\1+)\2+)\3:6
/\1)\2/\3 =6 d.h. /\z Teiler von 6 )\1 = ]_, )\2 = 2, /\3 =3

A —10\2+31A—-30=0

A+ A+ A3 =10
)\1)\2)\3 =30 d.h. )\z Teiler von 30 )\1 = 2, )\2 = 3, )\3 =35

AN =3\ —61+8=0

/\1 —f- )\2 —f- )\3 = 3
Al A3 = —8 d.h. \; Teiler von —8 AM=1, A=-2 A3=4

A 4+2X2 — 130+ 10=0

M+ A+ A3 =2
)\1)\2)\3:—10 )\1 :1, )\2:2, )\3:—5
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+ Stetigkeit  Nachweis

AY

7

6 -

5
}6

4

3

9

14

Wir betrachten die Stelle © = 3, der Funktionswert ist 4, d.h. f(3) = 4.
Wenn wir uns in der Ndhe von = 3 aufthalten, ist der Funktionswert auch in der Ndhe von y = 4.

Die Umgebung des Funktionswertes y = 4 soll nun vorgegeben sein (die e-Umgebung) und wir
fragen uns, in welchem Bereich um den az-Wert 3 (die §-Umgebung) ich mich bewegen darf, damit
der zugehorige Funktionswert in der vorgegebenen e-Umgebung bleibt.

Veranschaulichung: x ein Schieberegler, y ein Hohenzeiger.

Hierbei ist nicht verlangt, dass die §-Umgebung moglichst grof§ sein muss.

Wichtig ist nur, dass die Funktionswerte nicht aus der e-Umgebung entweichen.

Um eine mogliche §-Umgebung ausfindig zu machen, muss eine Beziehung zwischen | f(x) — 4 |
und
| 2 — 3| hergestellt werden, z.B. in der Form:

| flx) —4]<...<2-|x—3]

Wenn nun fir z gilt: |z — 3| < %, dann ist | f(z) — 4| < e sichergestellt, damit ist 6 = %
Umformung;:

:
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Die Ungleichungskette
| f(x)— fla)|<...<C-|z—al

. €
fiihrt zu 6 = ok

Betrachten wir die Funktion f(z) = 2? an der Stelle z = a.
_ — |2 _ 42| = . — < . _
[f(z) = fla)| = |2 =a*| = [(x+a)-(z—a)| < g+ af [z—a]
g(z)
g(x) muss auf einem Intervall, z.B. [a — 1,a + 1], nach oben abgeschitzt werden.

Dies fithrt zu C = 2a +1 und 5:%.

Es muss noch erwahnt werden, dass das 0 der 6-Umgebung hier hochstens 1 sein darf.
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+ Grenzwert einer Funktion

\Y

Die Funktionswerte scheinen gegen den Wert 3 zu streben.

Zum Nachweis ist zu jeder Umgebung von 3 (e-Umgebung) nachzuweisen, dass die Funktionswerte

schlieSlich, also fiir alle x > xg, in der e-Umgebung liegen.
Die Existenz von xy (abhéngig von €) muss nachgewiesen werden.
Hierbei muss xg nicht minimal sein.

Um ein mogliches zy ausfindig zu machen, muss eine Ungleichungskette der Form
f@)—3<...<& <o

erstellt werden.

Umformung;:

&}
€

C
S < = <x

Fir z > % ist dann | f(z) — 3| < € sichergestellt.

T © Roolfs
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+ Grenzwert einer Folge

Der Grenzwert der Zahlenfolge aq, as, asz, a4,... seia.

Zu jeder Umgebung von a muss es eine Stelle in der Folge geben, von der ab alle weiteren
Folgenglieder in der Umgebung liegen.

Zu beliebig vorgegebener Ungenauigkeit ¢ (erinnert an error) muss es jeweils eine Stelle ng
geben, von der ab | a, —a | < € ist, d. h. dass die Abweichungen der weiteren Folgenglieder,
also fiir n > ng, von a kleiner als € sind.

einfaches Beispiel:
lim ~ =0
n—oo

T (© Roolfs
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+ Hebbare Definitionsliicken

Gegeben ist die Funktion f(z) = . 1)Ex_ X _

Der Definitionsbereich ist D =R\ {—1,1,3}

An den Stellen z = 1 und x = 3 liegen Polstellen vor,

x = —1 ist eine hebbare Definitionsliicke, die Funktion kann hier stetig ergénzt werden,
und zwar durch f(—1) = %’ hierbei wurde der Faktor (x + 1) gekiirzt.

An der Stelle z = —1 ist das ed-Kriterium erfiillt.

23 — 522 + 22+ 8

Falls die Funktion f(z) in der Form f(z) = P —

gegeben ist, konnen mit einer Zerlegung von Zahler und Nenner (Tipp: Polynomdivision)
die Polstellen und hebbaren Definitionsliicken erkannt werden.

(23 =522+ 22 +8):(x—4)=2>—2x—-2=...=(x+1)(z —2) Die 1. Nullstelle wird

als Teiler von 8 geraten und iiberpriift, 2 — x — 2 wird mit der pg-Formel zerlegt.

(23 =322 —z+3):(x—1)=2*-22-3=...=(x+1)(z—3)

Zerlege % + 12 — 10z + 8

T (© Roolfs
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(23422 —10x+8) : (x—2) = 2*+ 3z —4

— (23 — 22?%)
3z% — 10z
—(3z* — 62)
—4x + 8
—(—4z + 8)
0

22 +3r—4=0

2+ 22— 100+ 8= (v —2)(xz — 1)(z +4)
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1 Quotienten- und Wurzelkriterium

Eine Reihe Z a, mit a, >0 konvergiert, falls fiir n — oo gilt:

n=1
% — qg<1 (divergiert fiir ¢ > 1)
oder
Va, — q<1 (divergiert fiir ¢ > 1)

Zum (naheliegenden) Beweis wird der Bezug zur geometrischen Reihe hergestellt.

o
nl any1 (D™ opo\n 1 1
Znn an  (n+1)ntinl T (n+1) Tty — <1
n=1 P
L= > _
n n/n® _ n 1
227 DI — 53 <1
n=1
Niitzliches:

(n+1)!=nl-(n+1)

lim ¥Yn =1

Ch+))=C2n+2)!=2n+ 1) (2n+2)
Cn+2)l=0Cn+1)!-2n+2)=2n)!- 2n+1) - (2n + 2)

. n+l
lim — =

n—oo

1
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1 Konvergenzradius r = %

oo
Eine Potenzreihe Z ap,z" (a, # 0) konvergiert im Bereich |z | < r, falls gilt:
n=0
. an+1
lim | ——| =
n—00 n
oder
lim V/]a,| =c
n—oo

ol
Il
8

symbolisch:

Die Konvergenz in den Randpunkten miisste gesondert untersucht werden.
Die Begriindung fiir den Konvergenzradius folgt aus dem Quotienten- bzw. Wurzelkriterium,
angewandt auf Potenzreihen. Dem offenen Intervall entspricht im Komplexen ein offener Kreis.

2n\ , g1 (2n42)Inlnl (2n41) (2n+2) .1
Z (n )x w20l = (nk D) (nt D) — 4 Konvergenzradius 1
n=1
Z %x” CLZH = (nTl)! = ml_l — 0 Die Reihe konvergiert fiir alle x.
n=1
(n) B n!
k) — k' (n—k)!
Die Potenzreihe Zan(:p —a)" konvergiert im Bereich a —r <z <a-+r, dh |z—a|<r,

n=0

oo
falls Z a,z" im Bereich —r < x < r konvergiert.
n=0
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Zur Erinnerung:

y=(z—1)

Die Parabel y = (z — 1)? ist gegeniiber der Parabel y = 2

um eine Einheit nach rechts verschoben, der Scheitel ist S(10).
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+ Uberpriifung

Gegeben sind 3 Vektoren des R3. Welche Beziehung besteht zwischen dem Spatprodukt,
der Determinante und der linearen Unabhéngigkeit?

Wie iiberpriife ich, ob zwei Vektoren des R? linear abhiingig sind?
Wie iiberpriife ich, ob drei Vektoren des R? linear unabhiingig sind?

Wie wird die Fragestellung:
Fiir welche X ist ein gegebenes lineares Gleichungssystem (3 Gleichungen mit 3 Variablen)
eindeutig l6sbar? bearbeitet?

Wie ermittle ich zu einer Matrix die inverse Matrix?
Wie bearbeite ich das Eigenwertproblem fiir eine 3 x 3-Matrix?

Wie wird mit dem Satz von Cayley-Hamilton die inverse Matrix ermittelt?
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