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+ Polar-, Zylinder-, Kugelkoordinaten, Integration

Die Substitutionsregel

b to
/ f@yde = [ f@®)-g/®dt  mit g{t) =a und g(ts) = b

t1

lasst sich auf mehrdimensionale Bereiche erweitern, z.B.

//f(“/) dudy Z//f(w(u,v),y(u,v)) | T o — Toyu| dudv
B A —_—

Ox(u,w)  Ox(u,w)

ou ov
det
U ooyr)  dy(uw)
ou ov

An die Stelle des Faktors ¢/(¢) tritt eine Funktionaldeterminante.

Im zweidimensionalen Fall entspricht dies dem Flacheninhalt eines Parallelogramms,

im dreidimensionalen dem Volumen eines Spats.

Im zweidimensionalen Fall kann an die Stelle von g der Ubergang von Polar- in kartesische Koordinaten
treten, im dreidimensionalen der Ubergang von Zylinder- bzw. Kugelkoordinaten in kartesische Koordi-
naten. In diesen Fillen kann die Berechnung der Funktionaldeterminante durch die einfachere Ermittlung
des Flachen- bzw. Volumenelements ersetzt werden.
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+ Substitution auf einen Blick

AU AY
41 4.
3 IRNCD) 31 AT T TS
2- 2
1- 1
1 2 3 4 u 1 2 3 4

b g 1(b)
/ f@)de = / Flg(@) - 9 () da
a g 1(a)

/:f(x)dx _ /14f(2u)-2du

Mit u — 2u verdoppeln sich die Langen der Intervalle auf der u-Achse.
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+ Integration durch Substitution

Transformationsformel anschaulich

AU AY
. A 4 B
3- 3-
2- 2-
11 1
1 2 3 4 u 1 2 3 4

Die lineare Abbildung (z(u,v), y(u,v))
T =u
Yy = %u + %v

bildet das Quadrat A
auf das Parallelogramm B ab.

Auf A sei eine Funktion f definiert.
Das dadurch gegebene Volumen wird gem#f der Abbildung gestaucht und geschert. A wird zu B
verformt. Bei einer Scherung bleibt das Volumen erhalten. Offensichtlich gilt in diesem Fall:

//f(x,y) dzdy ://f(x(u,v),y(u,v)) |xuyv _xvyu‘ dudv
—_———
B A
Ox(u,w)  Jzx(u,w)

ou ov
det
dy(u,w)  Oy(u,v)
ou ov

Hierbei ist die Determinante %, wie man leicht nachrechnen oder auch sehen kann,
ein Quadrat wird auf ein Parallelogramm mit halbem Flidcheninhalt abgebildet.

Bei linearen Abbildungen gehen stets Quadrate in Parallelogramme iiber.
Deren Flicheninhalte k6nnen mit Determinanten ermittelt werden.
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+ Polarkoordinaten

1 P(z|y)

Der Ubergang von Polarkoordinaten zu kartesischen Koordinaten erfolgt mit

T =7-C0S¢Y

y=r-sinp

(pr) — (z,9)

AT
y dA =rdrdy
ar /////¥dQ§:::X
i o dp -7 dr
dep P =
== ¥
(p T T T x

Soll iiber einen Bereich im zy-Koordinatensystem integriert werden, so kann dies auch {iber
den zugehorigen Bereich im ¢, r-Koordinatensystem erfolgen. Hierbei ist der Korrekturfaktor r
zu beriicksichtigen, um den sich die entsprechenen Flachenelemente unterscheiden.

Bei der einfachen Substitution lautet der Korrekturfaktor ¢'(t).

®2 rp(p)
//f(x,y) dxdy :/ / flr-cosep, r-sing) rdrde
%2 NV

1 ra ()
B
Funktion mit den Variablen r und ¢

Haufig ist auch f(r,¢) gegeben.
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+ Polarkoordinaten




+ elliptische Koordinaten

2r @

((P,r) — (xvy)
r=a-7T--Ccosp

y=>b-r -sing

®2 rp(p)
//f(x,y) dxdy:/ / fla-r-cosp,b-r-sing) abrdrdp
E ®1 ra(p)

Funktion mit den Variablen r und ¢
Héufig ist auch f(r,¢) gegeben.

Die Ellipse entsteht durch Stauchung eines Kreises in y-Achsenrichtung.
Die Polarkoordinaten miissen also nur angepasst werden.

T © Roolfs

6



+ Zylinderkoordinaten
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Der Ubergang von Zylinderkoordinaten zu kartesischen Koordinaten erfolgt mit

T =1T-C0SY
y=r-sinp

zZ=Zz

(re,2) — (2,9,2)

Volumenelement dV = rdrdedz (Der Darstellung der Polarkoordinaten ist die z-Achse hinzuzufiigen.)

z2 re2(2)  pra(e.z)
/// flx,y, z) dedydz = / / / flr-cosp,r-siny, z) rdrdedz
D 21 Je1(z) Jrile.z)

w2 rra(p) pz2(re)
= / / / f(r-cosp,r-sing, z) rdzdrde
@ 1

1 Jri(e) Jzi(re)

Funktion mit den Variablen r, ¢ und z
Héufig ist auch f(r, ,z) gegeben.
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+ Volumenelement fiir Zylinderkoordinaten

T

\/

z
1%
dz
r dz
do
dr
/ " . rdp 4
© dr

Volumenelement dV = r drdpdz

Fiir eine Funktion f(x,y,z) = (inhomogene Dichteverteilung) auf einem Hohlzylinder Z

1
z(z? + y?)
mit dem inneren Radius R; = 2 und dem dufleren Ry = 3, dessen Achse auf der z-Achse liegt und der
von den Ebenen z = 1 und z = 4 begrenzt wird, gilt dann

3 2w p4
/// f(z,y,2) dedydz = / / / f(r-cosp,r-sing, z) rdzdpdr
Z 2 Jo J1
3 2w p4 1 3 r2n 41 1
= — rdzdedr = > dzdpdr
2 Jo J1 #" 2 Jo 1
3

:(/2 %dr)(/027;lgp)(/l4%dz):~--:ln%-Qw-lnll
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+ Kugelkoordinaten
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rsind sin g

Der Ubergang von Kugelkoordinaten zu kartesischen Koordinaten erfolgt mit:

x = rsind cos ¢
y =rsind sing

z =1 cost
(T’ @, 19) — (‘T’ Y, Z)

Volumenelement dV = r?sind dp d dr (siehe néchste Seite)

p2(9,r)
// f(x,y,z) dedydz = / / / f(rsin® cos g, r sind sin @, r cos ¥) 72 sin 1 dip dvd dr
91 ( p1(Y,r)

Fiir eine Funktion f(x,y,2) = 2?> auf einer Kugel K: 22 4 y? + 22 < R? ergibt das

R pm 2w
// f(z,y,z) dedydz = / / f(rsin® cos g, r sind sin @, r cos ¥) 72 sind dip dd dr
K o Jo Jo

2m
/// r? cos? ¥ r?sind dp dv dr

21
— (/Or dr)(/o d@)(/ cos?¥sinddy ) =--- = %527T§ _ %wa)

0
(Stammfunktion -3 cos® )
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+ Volumenelement fiir Kugelkoordinaten

AZ

7 sin 9
rdd

r r A

)

dr B — Ry
av -
dp /
/ ,(p v
v 7 sin ¥

rsin dde

A =rdd-rsinddy = r’sind dddy
dVv = A-dr

= r?sind dddpdr
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+ rdumliche elliptische Koordinaten

x=a-7r-sind cosy
y="b-r-sindsingp

z=c-7r-cost

(T’ @, 19) —

(z,9,2)

Volumenelement dV = aber?sind dy dv dr

ra 92(r)  pe2(9r)
][ sy dvaya: = [ [ [
D r1 Joi(r) Jo1(d,r)

Fiir die Volumenfunktion f(z,y,z) =1 auf einem Ellipsoid E: (%)Q—F (

f(arsin® cos p, brsind sin @, cr cos ) aber?sind dyp di dr

%)2+ (%)2§ 1 ergibt das

1 T 2m
/// flx,y,2) dedydz = / / / aber?sind do dd dr
E 0 JO 0

= anel [ r2ar)

2w
,
0

)pﬁﬂgnﬁdﬁ):.n
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+ Integration durch Substitution

Der Substitutionsregel

b t2
/ f@yde = [ 1) -d(dt wit gt)=a wd g(ts) =b

liegt ein Wechsel der Variablen von x nach ¢ zugrunde.

AY
f(z)
a Az b Z"
tq
At
g9(t)

to

Vt

Statt die Rechtecke f(x)Ax zu addieren und zum Grenzwert tiberzugehen,

kann auch das ¢-Intervall unterteilt werden. Wegen Az =~ ¢'(t)At (kurz dz = ¢/'(t) dt)
ist f(g(t)) mit ¢'(¢t)At zu multiplizieren.

Bei der Summenbildung sind die neuen Grenzen t; und ¢5 zu beachten.
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+ Transformationsformel

Eine umkehrbare Funktion ist fiir einen Bereich im uv-Koordinatensystem gegeben durch

(u,v) — X(u,v) = (m(u,v))

y(u,v)

Falls eine Variable konstant bleibt, erhalten wir eine Kurve.

B
AY
AV A
1\ dA*
T ( ”) dv -
] Y, Xdu = (y“) U
| dA X (u,v)
1 |:| dv 1 X (u+ du,v)
i du
”u T
_ X(u+du,w) — X (u,v)
Xu = du
Es gilt: Xydu=X(u+ du,v) — X(u,v)
dA = dudv
xu x'U
dA* = | X, dux X,dv| = | | dudv Parallelogrammfliche, Betrag der Determinante,
u v

siehe Determinanten, ...

= |:cuyv — xvyu| dudv

Die beiden néchsten Formeln sollten nun verstandlich sein.

//dmdy ://|xuyv_xvyu‘ dudv
B A

//f(x’y) dudy Z//f(w(u,v),y(u,v)) | Zuyp — Toyu| dudy
B A -




Berechnen Sie mit Hilfe der durch die 4 Kurven y(z) = %, y(x) = %, y = % und y = 2z

berandeten Flédche das Integral / / y? dady.
A

T © Roolfs

14



AV AY
y =2
2 1 2 1
_Z
1 1 YT
| | _2
y(z) =3
1
1 y(z) = 5,

Durch die Abbildung (z,y) — (u,v)

u

Y

v

|k 8

werden die Hyperbelbogen auf senkrechte Strecken abgebildet,
sowie die schrigen Strecken auf waagerechte, das ganze Gebiet auf - wie sich rausstellen wird - ein Quadrat.

Ein Punkt (z, i) der unteren Hyperbel wird auf (z-y,...) = (% ,...) abgebildet,

).

. z Yy
ein Punkt (2,5 ) der unteren Strecke auf (...,%) = (..

N~

)

Die iibrigen Koordinaten sind hier nicht von Belang.

Die Umkehrabbildung (u,v) — (z,y) lautet:

:CZ\/E u::c~y:>:E:Q,diesinvzgeinsetzen,...
[ Yy xT
Y =\/u-v
Statt der Funktionaldeterminante 8$é“a”) axéu,v)
u v 1 .
det Oy () Oy () =5 (lausige Rechnung)
ou v
wird der hierzu reziproke Wert Ou(zy)  Ou(z,y)
Y T
det| 2" Oy det 2 _
u(zy)  Ov(zy) _Y 1 z
ox oy x? x
ermittelt.
2 2
2 1 45
Y dxdy:/ / u-vs- dudv =...= 35
/ /A % % 2v 32
u
2
T © TRoolfs




Berechnen Sie mit Hilfe der Koordinatentransformation u(z,y) = 2% — y?, v(z,y) =2 -y

das Integral // 2% + y? dxdy iiber das Gebiet A = {(z,y) | (1 <22 -92<9),2<z-y<4)}
A

T © Roolfs
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Aus den Gebietsangaben ergeben sich die Funktionen, die den Integrationsbereich begrenzen.

\Y
24 2 -9
AV
4
31 1-
94
14

Durch die Abbildung (z,y) — (u,v)

u = 2% —y?

V=Y

werden die Hyperbelbogen auf waagerechte Strecken abgebildet,
sowie die Wurzelbogen auf senkrechte, das ganze Gebiet auf - wie sich rausstellen wird - ein Rechteck.

Ein Punkt (z, %) der unteren Hyperbel wird auf (...,z-y) = (..., 2) abgebildet,
ein Punkt (x,vz2 —9) des rechten Wurzelbogens auf (z% —32,...) = (9,...).

Die iibrigen Koordinaten sind hier nicht von Belang.

Die Umkehrabbildung (u,v) — (z,y) lautet:

Tr = %\/u+\/u2+4122 V=Y = Y= %, dies in u = 22 — y? einsetzen, biquad. Gl fiir z, ...

y = %\/—u+\/u2+4v2

Statt der Funktionaldeterminante 8:Eéu,v) 8:Eéu,v)
u v 1
= lausi h
det Oy(uw)  Oyluw) SN (lausige Rechnung)
ou ov
wird der hierzu reziproke Wert du(z,y)  Ju(w,y)
O By 2x —2y
det = det =222 + 2y% = 2V/u? + 42
av(x7y) av(l’,y) y €T
or oy
ermittelt.
) ) 9 4 1
_ 2 2 L _
//Ax +yd:cdy—/1/2 u® + 4v Qdedu—...—8
T © Roolfs
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Siehe auch:
Transformationsformel

Kurven in Polarkoordinaten
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