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+ Kriimmung und Torsion

T
AY
N
N
u 1 \\
\O
1 x
. ; . 2
Die 1 Bogenléinge einer ebenen Kurve a(t) = (z(t), y(t)) betrigt £(t /\/ (y'(s))” ds.

Wird die Kurve nach der Bogenlénge parametrisiert, dann betrigt die Linge des Tangentialvektors
T (an jeder Stelle) 1 und dessen Ableitung T steht senkrecht auf T'. Der Normalenvektor N ist der

Einheitsvektor von TV, N = |T’| Die Vektoren T', N und B =T x N bilden eine Orthonormal-
basis (begleitendes Dreibein).

Die Idee der Kriimmung' ist die Anderungsrate der Tangentialrichtung.

Die Kriimmung fiir eine nach der Bogenlinge parametrisierten Kurve im R? ist definiert als

R(0) = T'(0)] = |0 (0] = /(@) + (5"(0) + ("(0))*. B

I\

Dynamisch:

Die Parametrisierung einer Kurve legt die Geschwindigkeit fest,
mit der sie durchlaufen wird. Die Kriimmung als geometrische
Eigenschaft ist davon unabhéngig. Eine Parametrisierung nach
Bogenlidnge bedeutet, dass die Kurve a(t) mit (genormter)
Geschwindigkeit 1 durchlaufen wird. Die momentane Anderung
der momentanen Bewegungsrichtung ist die Momentan-
beschleunigung o/ (t). Thr Betrag ist ein Ma$ fiir die Abweichung
vom geradlinigen Verlauf der Kurve.

Ein Kurvenpunkt mit den zugehorigen Vektoren T' und N legen die Schmiegebene fest. Die Torsion
oder Windung einer Raumkurve misst, wie stark sich die Kurve aus dieser Ebene herauswindet.
Hierzu betrachten wir die Anderung von N.

N hat die Linge 1, somit steht N’ senkrecht auf N. N’ muss daher eine Linearkombination von T'
und B sein: N’ = aT + b B. Durch Multiplikation mit B erhalten wir die uns interessierende
B-Komponente, b = N’ - B. Ist die B-Komponente ungleich Null, so kann die Kurve nicht eben
sein. Die Torsion oder Windung einer Raumkurve ist definiert als 7(¢) := N'(¢) - B(¥).

T © TRoolfs

1 Zur Kriimmung von ebenen Kurven siche hier. Ein Kreis mit dem Radius R hat die Kriimmung & = % .
1


http://groolfs.de/AnalysisTeil4pdf/LaengeKurve.pdf
http://groolfs.de/AnalysisTeil4pdf/Kruemmungskreis.pdf

1+ Ableitung von Vektoren C(t) mit konstanter Lange

Die Vektoren T'(t), N(t) und B(t) haben jeweils die Linge 1.
Die Ableitung ist jeweils orthogonal zum Vektor.

AY
s
Allgemein gilt: C(t) = (z(t), y(t), (1))
|C(t)| = const
V@) + (y(0)* + (=()* = const
(ac(t))2 + (y(z‘,))2 + (z(t))2 = const? | ()



+ Kurve nach Bogenlédnge parametrisieren

Um eine Kurve a(t) = (z(t), y(t), 2(t)) nach der Bogenlinge zu parametrisieren, ist die Umkehr-

funktion von ¢ = £(t)

Beispiel

t
/\/($’(8))2 + (y’(s))2 + (z’(s))2 ds zu ermitteln und in «(t) einzusetzen.
to
a(t)
a(p(f)) nach Bogenléinge parametrisiert

Die Umkehrfunktion von ¢ = £(t) sei t = ¢(¢).

Q

Der Kreis mit Radius R ist gegeben durch ¢(t) = (Rcost, Rsint) mit ¢t € [0, 27].
¢

Es gilt |d(t)| = R, ¢ :/Rds =tR. Dann ist t = % und somit ¢(¢) = (R cos %,Rsiné)
0

eine (natiirliche) Parametrisierung nach Bogenlinge, ¢ € [0, 27 R].

Weiter gilt:

T) = (—sin

¢ 4
£,C0S )

T'(0) = (=% cos &, —L sin %)

R(0) = [T'(0)

Ableitung von a(¢)

t
Aus t—toz/]o/(s

to

alternativ
t+dl

Aus dﬁz/ |/ (s

t

Umkehrung

R> R R

==

)| ds folgt (nach t ableiten) 1 = |a/(¢)].

)| ds = |d/(s)] - dl folgt 1 = |/ (t)].

Aus |d/(t)] =1 folgt, dass die Kurve nach Bogenléinge parametrisiert ist.

E(t):/t|a’(s)|ds:/t1ds:t
0 0



+ Schraubenlinie oder Helix

c(s) = (1,53 cos(0,65¢), 1,53 sin(0,65¢), 0,1047t)

c(s) = (acosas,asinas,b- s)
d(s) = (—aasinas, aacos as, b)
' (s) = (—aa?®cosas, —aa’sinas, 0)

Id(5)|? = a?a? + b2

Fiir eine Parametrisierung nach Bogenlinge muss a?a? + b> = 1 sein.

k=1c"(s)] = aa’®
TI /! .
N — =% = (—cos as, —sinas, 0)

N = (asinas, —acosas, 0)
B = T x N = (bsinas, —bcos as, ax)

7= N'-B=bn

Die 1 Kriimmungskreise liegen jeweils in der von T' und N aufgespannten Schmiegebene.
Der Radius ist konstant, R = %, die Mittelpunkte sind M (s) = ¢(s) + RN(s).


http://groolfs.de/AnalysisTeil4pdf/Kruemmungskreis.pdf

+ Frenet-Gleichungen 1847

(¢) ist zu ergéinzen (in der Literatur ist es (s)).

T = kN
N' = —kT +7B
B = —TN
T T
Die 1. Gleichung folgt aus der Definition von N, N = T =

N’ =aT +bB mit b =7 wurde schon betrachtet.

a = N'-T (Multiplikation mit T').

Es gilt fiir jeden Summanden und damit N-T =N'-T+ N -T' =0,

dh. N -T=-N-T'=—-N-xkN = —k. Mit a = —k ergibt sich die 2. Gleichung.

Auf die gleiche Weise wird die dritte Gleichung hergeleitet.

B ' =c¢cT'+dN |-N
B'N =d
—-BN' =d (B-TY=B"-T+B-T'=0
d= -7
alternativ
B = TxN

B = T'xN+TxN'
| T' und N’ einsetzen und vereinfachen

Die Frenet-Gleichungen kénnen als lineares Differentialgleichungssystem aufgefasst und es kann
bewiesen werden, dass es zu gegebener Anfangsbedingung, Kriimmungs- und Torsionsfunktion genau
eine nach Bogenldnge parametrisierte Kurve gibt.

Insbesondere: Jede Kurve X (u,v) = konstanter positiver Kriimmung und Torsion ist eine Helix.



+ Krimmungskreis

c(f) = (acosal,asinal,b-{)

a’a® + 1% =1, es liegt eine Parametrisierung nach Bogenlinge vor.

T

Allgemein kann folgende Rechnung (bei entsprechenden Voraussetzungen) angestellt werden:

c(l+h) = c(l)+ he(l) + %hz é) + %hg cl)+... Taylorentwicklung
¢(f) = T(0)
él) = k()N (L) Definition von IN oder 1. Frenet-Gleichung

c(l+h) = c(s)+hT(s)+ 3h?k(O)N (L) + £h3 ...

Hieraus ist zu erkennen, wenn wir uns auf h und h? beschrinken, dass die Projektion der Kurve
in die von T und IN aufgespannte Schmiegebene in der Umgebung des Kurvenpunktes c¢(¢)
die Parabel y = %/ihz ist. Diese Parabel hat die Kriimmung «.

<



+ Projektionen in die rektifizierende Ebene und in die Normalebene

rektifizierende Ebene

z
Normalebene A

Schmiegebene

Wir beriicksichtigen nun in der Taylorentwicklung den ‘¢-Term:

c(l+h) = c(l) +hé(l) + 3h*E(l) + gh3E(0) + ...

) =T
i) = kN
¢(l) = kN + k(- xT +7B)
c(l+h)—c(l) = hT + 826N + ¢ h3 [kN + (- kT +7B)] + . ..

= [h— B3R T + 1%k + § P RIN + [$h3k7] B + ...

%

Fiir die rektifizierende Ebene erhalten wir die Projektion (AT, 0, %h‘g KT B),

5
>

() ist zu ergénzen
1. Frenet-Gleichung

2. Frenet-Gleichung

hT + %thﬁZN + %h3 kTB  Jeweils die kleinsten h-Exponenten werden beriicksichtigt.

im T-B-Koordinatensystem daher die kubische Parabel z = L k723, siche Grafik.

6

Fiir die Normalebene erhalten wir die Projektion (0, %hz kN, %h3 kT B),

2
im N-B-Koordinatensystem daher die Neilsche Parabel 22 = %% y3, siehe Grafik.

1

y=73 h? k nach h auflésen und in z =

5 h3 kT einsetzen, quadrieren.



+ Darboux-Vektor

Die Frenet Gleichungen kénnen in folgender dquivalenten Form geschrieben werden:

T = wxT
N =wxN
B = wxB mit w=7T+ xkB (¢) ist zu ergénzen

w ist der Vektor der Winkelgeschwindigkeit, mit dem das begleitende Dreibein an jedem Kurvenpunkt
rotiert, wenn man entlang der Kurve fortschreitet. Dieser Vektor liegt in der Ebene, die von der
Tangente und der Binormalen aufgespannt wird, steht also immer senkrecht zur Hauptnormalen IN.
Aus dem Darboux-Vektor ist ersichtlich, dass die Kriimmung ein Maf fiir die Drehung des Frenet-
Dreibeins um B ist, wiahrend die Torsion ein Maf fiir die Drehung des Frenet-Dreibeins um den
Tangenten-Einheitsvektor T ist. Denn es gilt:

Winkelgeschwindigkeiten in einem (infinitesimal) kleinen Zeitintervall konnen addiert werden.

Im Zeitintervall d¢ bewegt sich ein Punkt von a nach a;.

a; = a+w xadt Eine weitere Drehung mit wo liefert die Endposition as.
as; = aj] +wo X ajdt

as; = (a+wy x adt) + ws x (a+w x adt)dt
= a+wi X adt +wy x adt +wy x (w x a)dt?

a; = a+(w1 +w2)><adt




+ Bogenlange einer Kurve auf einer parametrisierten Fléache

c(t) = (tcos(2mt), tsin(2wt), t)

(4]0]4), ¢

Um die Bogenlidnge ¢(s / |¢(t)| dt zu ermitteln, beriicksichtigen wir, dass die Kurve ¢

0
auf dem Kegel X (u,v) = (vcosu, vsinu,v) liegt (beachte X: R? — R3), so das gilt:

c(t) = X (u(t),v(t)) mit u(t) = 2rt und v(t) = t, sowie:

¢ = Xyu+ X0 (u(t),v(t)) ist zu ergéinzen
& = X202 42X, X, 10 + X2 0 Kettenregel
E = Xg, F=X,X, G= Xg Das sind die Koeflizienten

der ersten Fundamentalform der Fliache.

U(s) = /S\/ﬁdt
0

= / \/EQZQ +2Fuv + Go? dt differentielle Schreibweise df? = Edu?® + 2F dudv + Gdv?

Fiir das Beispiel uw=2m v=1
X, = ( — vsinu, v cos u, 0), X, = (cosu7 sin wu, 1)

E=v=t, F=0, G=2

S
l(s) = / VATt +2.dt, ¢(4) =~ 50,913 Integration mit einem CAS
0

04) = / \/(x’ t))2 + (z’(t))2 dt zum Vergleich

= \/ (cos(27t) — 2mt sm(27rt)) + (sin(2mt) + 2t cos(27rt))2 +1dt =~ 50,913



+ Viviani-Kurve

2
1
-3
1
= \/ 3
Yy k Yy
4 4 =1
5 5
T T 2

Fiir die Kurve von Viviani gehen wir hier von der Lemniskate® (z,y, z) = (0, % sin 2t, sint), r = 3,

aus und projizieren diese Kurve parallel in 2-Richtung auf die Oberfliche der Kugel 22 4 y? + 22 = r2.

Das ergibt fiir die z-Koordinate:

22 = 12 —gy? 2
= 7«2—(% sin2t)2—r2sin2t |%sin2t:sintcost
= r2_ (r sin t cos t)2 —r2gin?¢
= r? [(1 — sin?t) + sin® ¢ cos? t] =...=r2cos*t | 1 —sin®¢ = cos?¢, cos?t ausklammern

Mit = r cos?t ergibt das die Viviani-Kurve 1692.
c(t) = r(cos®t, sintcost, sint)

Die Kurve ist auch Schnittkurve der Kugel mit dem Zylinder (x — %)2 +9y? = (g)2
z

31
7 ~~
/ 2 \
/ \
1-
C |
T T —— T T 1
3 9 2 3 Y 2
‘ / Y
1
\ | ‘\‘ / 5
| xr
g | ~
Yx
T © Roolfs

1 oder Lissajous-Figur

10



O.B.d.Aseir=1
Es ist lediglich zu zeigen, dass die Viviani-Kurve c¢(t) = (cos?t, sint cost, sint)

auf dem Zylinder liegt.

(x — %)2 + y2 = (% )2 | Zylindergleichung
2?4y =x | vereinfacht
cost)* + (sintcost)? = cos?t
(cost)® + ( )
cost)?((sint)? + (cost)?) = cos?t
(cost)?( (sint)
1

+ Bogenldnge der Viviani-Kurve

Viviani-Kurve c(t) = r(cos?t, % sin 2t, sint)

o) = 7“/ V@)% + (5() + (/) ds
0

= r/ \/sin2 25 4 cos? 2s + cos? s ds ]%sin%:sintcost, sin?2s + cos22s = 1
0
t

= r/\/1+cos2sds
0

Das Integral ldsst sich nur nummerisch berechnen, ¢(27) ~ 7,6404 - r. z
Die Kurve kann somit nicht nach Bogenlénge parametrisiert werden.

2

1l 1
1

-
Q0

Bei einer Parameterdarstellung der (ganzen) Oberfliche einer Kugel mit Radius r

(z,y,2) = r(cosucosv, cosusinv, sinu), u € (— g, g), v € [0, 2m)

erhalten wir fiir u = v die Viviani-Kurve c¢(t) = (cos®t, sint cost, sint).

11



+ Kriimmung einer nicht nach Bogenlange parametrisierten Kurve r(t)

Fiir die nach Bogenlinge parametrisierte Kurve im R? r(p(¢)) gilt x(p(€)) = |(r(p(£)))"]
(Striche Ableitung nach /).

Fiir r(t) = (z(t), y(t)) im R? ergibt das x(t) =

und insbesondere fiir r(x) =

t(p(0)) ¢’ (£)
.I.'QO/2 +I..90”
(-I-_(P/Q + f‘(p//)2

w2 14

£2p 22 12

4 21.‘.1"@/2()0// 4 ©

2 2(r )2 P2(i¥)2
T272  T212+2 T (1212)2
2 2 ()
r2i2 P2r2p2 P2r252

i 2§ (F§)?
P2r272 0 p252p2

(Fx#)?2

|0
|© X T

i

| Punkt Ableitung nach ¢

| Argumente (¢(¢)) bzw. (£) erginzen

| ¢ und ¢” sind zu eliminieren.
Das gelingt mit |(r(p(€)))'] = [F(p(€))]¢'(6) =1, ¢ =

¢ = 37 und mit (r((£)) L (r(¢(£)))", d.h.

1

B[

f‘(p/('f(plz +I.'§0//) =0

T r2p2

PRTEY D))
22 1 N n__  Xro -
Y= 7z =

—r'e e,

I."I.'QO/QO,Q —

| Nun kann ¢(¢) durch ¢ ersetzt werden.

| erweitert und zusammengefasst

| a’b? — (ab)? = (a x b)?

@ij—iy
(I'Q +92)3/2

[ (@)
(L4 (f"(x))?)32

iR
/ | 2
! 4

\ s
AP
S~ )

5
x

12



1+ Begleitendes Dreibein fiir r(¢), Kriimmung 2. Version

z
Begleitendes Dreibein Dieses Vorgehen ist wegen des Nenners |i*(f) | aufwéndig. A

1. T(t) = |ig;| Tangenteneinheitsvektor
2. N(t) = T ) Hauptnormale
|T@)]

3. B(t)=T(t)x N(t) Binormale

alternativ

Begleitendes Dreibein

Das Dreibein ist von der Parametrisierung bei gleichem Durchlaufsinn unabhéngig.

T= ﬁ Fiir r, I und ¥ fiige (¢) hinzu. Da N in der von I und ¥ aufgespannten Ebene liegt, folgt
B= |§§§| und schlieBlich
N_-BxT— (EXT)XT

- T | xF|| ]

Ableitung von r(t) nach Bogenlinge

Eine geschlossene Form fiir die Parametrisierung nach Bogen-

A
de linge kann nicht immer angegeben werden. Dies trifft nicht fiir
i A/ die Ableitung nach Bogenldnge zu.
1
i s ro—r;  Tro—r; 1 ro—rg
de=[tMldt, =7 = ol = T8 @
) r'(¢) = |r(1t)| 7(t) ist ohnehin klar, da |r'(¢)| = 1 ist.
Zwischen ¢ und t besteht der Zusammenhang ¢ = (t), t = ¢({).
x Statt r'(¢) konnte es genauer r/(¢) heifien mit r,(¢) = r(¢(¢)).

Kriimmung von r(t)

ﬁ ¥ N im Punkt P weil:

T'(0) = (x(p0) = (') =({-¢) =1t¢ +1¢" | Strich Ableitung nach ¢, Punkt Ableitung nach ¢

T'(¢) = k(¢) N (¢) multipliziert mit N (¢) ergibt «(¢) = T'({)N(¢) =

= 2 + 1y | Produkt- und Kettenregel
T'(O)N = #¢2N | &L N, wegen £(t)=|i(t)] ist /(€)= m
Ableitung der Umkehrfunktion
_ BExi) <] [ExE Beachte:
S e

(axb)xc=(a-c)b—(b-c)a
a’b? — (ab)? = (a x b)?

(1,2

13 WZ\CL!



+ Torsion einer nicht nach Bogenldnge parametrisierten Kurve

Torsion von r(t)

Mit der 3. Frenet-Gleichung B’ (¢) = —7(¢)N (¢) folgt 7(¢) = —B'({)N(¢) = —ﬁ [f x ¥F]N

1 [Ex ) xF) x F] Beachte:
e £ x 2

T(t) = —

(t) ist zu ergénzen.

Ableitung und Eigenschaften eines Vektorprodukts
(axb)xc=(a-c)b—(b-c)a

a’b? — (ab)? = (a x b)?

Anfangs verlauft die Kurve in der zy-Ebene, die Torsion ist null. Im weitereren Verlauf ist die Torsion
grofer, die Binormale dreht sich um die durch den Tangentialvektor gegebene Achse.

14



1+ 2. Ableitung nach Bogenlénge von r(t), Kriimmung 3. Version

2. Ableitung nach Bogenlidnge von r(t)

Aus der Berechnung der Kriimmung von r(¢) iibernehmen wir:

/

(r(p))" = F(p)@"? +1(p) ¢ | (¢) ist zu ergénzen

. 1
7 T )]

¢" ist zu ermitteln.

1 3
¢ = ((%(9)72) = 5 (P(9) 2-26p)i(9) ¢ | (@b =a-bra-b, (a®)=2a d
3
= —((9) 2 HC) - 1]
. 2 -2 . .. 1 (e2 -1
= —((9) " H(@)i(p) | Ty = (@) 2
_ _Hp)i(p)
(F*())”
r "o_ g 1 _r () (o) " and " ein ”
(r(¢)) (%) Z(2) (%) ()7 | ¢’ und ¢" eingesetzt
= r% [ — r%] | (¢(¢)) bzw. t ist zu ergénzen
- f;fQ [(F1)F — ()] lax(bxe)=(a-c)b—(a-b)e
= ﬁ r X (fXr) Kriimmungsvektor

Nun sind wir auch in der Lage, die Kriimmung mit der urspriinglichen Definition
fiir eine nicht nach Bogenlinge parametrisierte Kurve zu berechnen.

Kriimmung von r(t) 3. Version

K() = (@) = Rlillix il [ LE
I x T
B

15



+ Kriimmung 4. Version

2. Ableitung nach Bogenlidnge von r(t)

Aus der Berechnung (3. Version) der Kriimmung von r(t) iibernehmen wir:

(r(p))" = %2 [ — I‘I;—gr] | (¢(¢)) bzw. t ist zu ergénzen
X7
K(t) = | |r|3|

Der Term in den eckigen Klammern ist die orthogonale Projektion ¥ |

von T auf die Ebene senkrecht zu r. In der Rechnung wird der Einheitsvektor von r verwendet.
Von |i | benétigen wir den Betrag.

Mit dem Vektorprodukt (siehe untere Grafik, das Parallelogramm wird geschert) ldsst sich dieser
iibersichtlich erfassen.

z
A
n°-x =20 Normalengleichung der Ebene a
n°-(a+An°) =0 Schnittbedingung
A= -—-n°-a
a; =a—(n°-a)n°
——

Projektion von a auf n

a| Projektion von a auf die Ebene

lar| = [n®xal

alternativ

a; = n°x (axn°

o

n° 1l axn®

lar] = |axn’

16



t
Sei C(t) = ( t ) , t € R. Man bestimme fiir ein gegebenes t

a) den Tangentenvektor T'(t)
b) die Kriimmung x(t) o

c) die Torsion 7(t).

a) Tangentenvektor T'(t)

b) Kriimmung r(t)

0 2
C(t) = (o) Ct)yxCt) = (2) |IC(t) x C(t)| = V8
2

_lexd)
e

k() o= (14 2t%)73/2

c) Torsion 7(t).

T © Roolfs
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+ Ellipse

AY

_37
c(t) = (acost, bsint, 0)
¢(t) = (—asint, beost, 0) -4T
é(t) = —¢(t)
|(t)] = (a®sin® ¢ + % cos” 1)/
cXCcC b
K(t) = | |C.|3| _ = |ac_|3

Hieraus ist ersichtlich, dass die Extremwerte der Kriimmung in den Scheitelpunkten

Fpin = =

der Ellipse auftreten, kmax = min -

a
b2

Graph einer Funktion

c(z) = (z, f(z),0) AY
) = (1, f(x),0)
&(x) = (0, f(x),0)
&(@)] = (1+ (f(z)>)"?
_lexel flx
Ao = T = T G

18



+ Inhalt A einer parametrisierten Fliche

Sei X (u,v): U C R? — R3 eine parametrisierte Fliche.

X (u,v) = (vcosu, vsinu,v)

u € [0;27], v € [0;4]

A://|Xu x Xy| dudv
U

1 Xy x Xo|? = | Xu 2| X0 ? sin? o = [ Xy 2| X0 |?(1 — cos? a) = | Xu|?| X0]? — | Xul?| Xy |2 cos? a = EG — F?

A://U\/mdudv://U,/det[ﬁ g] dudv

A
AY
AV
v 1 dA
e Xydv
i X, du
| X (u,v)
T |:| dv ] X (u+ du,v)
i du
] | dA = | X, x X, | dudv
> -
X, = X(u—&—du,;)—X(u,v)
U
Xydu=X(u+ du,v) — X(u,v)
4 27
Mantelfldche des Kegels M = / / V202 dudv voriges Beispiel E = v?, F =0, G =2
00
4
= /\/§v2ﬂ' dv
° 4
= 2nV2[§0?| = 16v2r ~ 71,086
Mantelflsiche des Kegels (elementar) M = 7rs = 4y/3271 = 4/16 - 21 = 16+/2, r=4,s=132
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+ Inhalt der Kugeloberfliche

z
3
2
1
1 L
3 2
4 -1
5
t 2
-3
X(u,v) = r(cosucosv, cosusinv, sinu), u € (— %, %), v € [0, 27), Radius r
Xy = r(—sinucosv, —sinusinv, cos u)
X, = r(—cosusinv,cosucoswv,0)
E=X}=.. =12 Es wird lediglich sin? & + cos? @ = 1 verwendet.
F=X,X,=...=0
G =X?2=...=r%cos’u

(2

Vecos? u dudv

Q

I
\wlzl
\wlzl

27
VEG — F2 dudv = r2/
0

_T _T
2 2
s
2r 2
= 7"2/ / cosu dudv
0_T7T
2
2T
=72 [ 2dv = 4nr? Das hatten wir auch erwartet.

o

Fiir die Parametrisierung der Kugel (Gauf})
X (u,v) = r(sinucosv, sinusinv, cosu), u € [0,7], v € [0, 27), Radius r

gilt mit £ =72, F =0 und G = r?sinu: df? = r?2du?® + r? sin? udv?

20



+ Inhalt eines Viviani-Fensters

11 X(u,v)

H

vol
o
=Y

X(u,v) = r(cosucosv, cosusinv, sinu), u € (— g, g), v € [0, 2m), Radius r

Wir hatten gesehen, dass die Viviani-Kurve mit X (u,v) und v = u erzeugt werden kann.
Das gezeichnete Dreieck wird durch X auf das halbe Viviani-Fenster abgebildet.

X (u,0), u € |0, g], ergibt den Viertelkreis in der zz-Ebene.

Wir berechnen zunéchst den halben Fensterinhalt:

s
2 u
1A= //\/EG—F2 dvdu
00
s s
2 u 2
= rz//cosu dvdu = r2/ucosudu = 7“2(%—1)
00 0
A =r¥(r-2)

2

Das Integral r“ | ucosudu kann anschaulich gedeutet werden.

O\..l\Dl—\—i

Ein t-Wert bestimmt eine zur xy-Ebene parallele Ebene mit dem Abstand sin(¢) und hierauf liegend
einen orange gefirbten Kreisbogen mit dem Radius r* = \/22 + y2 = ... = rcost. Die Linge dieses
Kreisbogens betrégt ¢ - r* = rt cost. Beachte nun noch, dass iiber den Viertelkreis integriert wird.
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+ Inhalt A einer parametrisierten Fliache 2= f(z,y)

Wir betrachten den Spezialfall z = f(z,y) mit X (z,y) = (z,y, f(z,9)).

Xo = (1,0, fz)

y = (0,1, fy)
E=X2=1+f
P = Xny:fg/gfg;
G=X2=1+f

A://\/EG—Fdedy://Vl—i—fﬁ—i—f?;zdxdy
U U

L+ 2 A+ £12) = f22 17 =

oder
1 0 —f
aol(0(3) - I(F) -
T y
z=50—y /
Beispiel x
55 55
//\/1+f§;2+fé2d:cdy://ﬂdxdy:%ﬂ
00 00

cos(d, )

a

Fiir einen Einheitsvektor gilt =

cos(d, z)

dxdy
cos(,z)

Die Fliche kann folglich mit A = / / berechnet werden.
U

Interpretation: Der Inhalt eines Flachenelements dA ist gleich dem Inhalt der Projektion dxdy in

T
= | cos(d@,y) | und fiir @ dann (/1 + f12 + ff
a

e B A i

1
cos(7,z)

die zy-Ebene dividiert durch den Kosinus des Winkels, den die Normale mit der z-Achse einschliefit.
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+ Winkel

Y

Zwei Kurven auf der Fliche ®(u,v) sind durch c(t) = (c1(t), c2(t)) und d(t) = (dq(¢), da(1)),
sowie C(t) = ®(c(t)) und D(t) = ®(d(t)) gegeben.

Die beiden Kurven C und D haben einen gemeinsamen Schnittpunkt mit c(¢1) = d(t2).
Wir interessieren uns fiir den Schnittwinkel o der Tangentenvektoren.

Bekannt ist:
C= b, + Pyio Kettenregel
E=%2 F=,0, G=0&2 Koeffizienten der ersten Fundamentalform der Fliche

CC = (Buéy + Byén)? = 2 B2 + 20169 Dy Dy + 202 = ¢ <§ g) ¢=Gé ¢ Beachte die Schreibweise.

G
Fiir den Schnittwinkel « gilt:

C-D G¢(ty)-d(ta)

DI \/Gétr)-e(t1) /Cdlta)-d(ty)

CoOS &x =

Fiir den Schnittwinkel der Koordinatenlinien gilt:

COS @ = (I)U(I)v = F
~[®u]|®0] T VEG
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+ Metrik

&y
du

Y

ds? = du? + dv?

Aus der Entfernung auf einer Landkarte wird mit dem Mafistab die echte Entfernung ermittelt.
Entsprechend: Fiir eine Parameterdarstellung ®(u,v) einer Fliche legt die Metrik den Zusammenhang
der infinitesimalen (so klein, dass der Approximationsfehler verniichléssigbar ist) Lingen ds und ds’ fiir
jeden Punkt fest. Ein dudv-Rechteck wird auf ein Parallelogramm abgebildet, dessen Lingen und

Winkel in der 1. Fundamentalform bzw. im metrischen Tensor [? g} enthalten sind.

[1 0] [ o2 CIDHCIDE} _ [E F} _ [ a? abcosa] _ [ a? —abcos B
— = = =

01 o, 0, @2 F G ab cos o b2 —abcos 8 b2
®,P, = |D,||Py|cos | B =180° — «
= —abcosf
ds? = a*du? + b*dv? — 2ab cos Bdudv | Kosinussatz

= Edu? + 2Fdudv + Gdv?

ds”? = (®,du + ®,dv)?
= @5 du® + 29,®,dudv + Cngvz
= Edu? + 2Fdudv + Gdv?

Fiir den Schnittwinkel der Koordinatenlinien gilt:

Dy Py F

= = Fiir F' = 0 verlaufen die Koordinatenlini th 1 inander.
cos Dul[@0] ~ VEG ir verlaufen die Koordinatenlinien orthogonal zueinander

Die Abkiirzungen E, F und G stammen von Gauf. Bei der Parametrisierung R? — R? eines Volumens
werden infinitesimale Quader auf infinitesimale Spate abgebildet. Die angestellten Uberlegungen lassen
sich verallgemeinern. Der metrische Tensor wurde 1917 von Levi-Civita eingefiihrt.
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+ Geodatische Linie

N

e

Der kiirzeste Weg zwischen zwei Punkten ist hier leicht gefunden.

Das wird stets auf diese Weise gelingen, wenn bei der Ausbreitung der Fliche in eine Ebene
(Abwicklung) die Liangen (gemessen auf der Originalfliche) erhalten bleiben. Geodétische Linien
gehen in Geradenstiicke iiber. Abwickelbar sind Flichen, die in einer Richtung flach sind (Gauf3-
kriimmung null). Einfache Beispiele sind die Mantelflichen von Zylinder und Kegel. Die Oberflichen
von Kugel und Ellipsoid (Erde) sind nicht abwickelbar, sie sind in zwei Dimensionen gekriimmt.
Hier kommt es bei jeder Abbildung auf eine Ebene (Landkarte) zu Verzerrungen.

Betrachten wir die Helix als geodétische Linie auf einem Zylinder.

Da wir uns auf einer Kurve und einer Fliche befinden, beriicksichtigen wir neben dem
Frenet-Dreibein (7', N, B) auch das durch Kurve und Fliche festgelegte Gauflsche Dreibein

(n, T, n x T') mit der normierten Fldchennormale n (senkrecht zu den partiellen Ableitungen).
Beide Dreibeine haben T gemeinsam. Bewegen wir uns auf der Tangentialfliche im Punkt P in
Richtung T, so wird die Bewegung durch den Kriimmungsvektor xIN beeinflusst, genauer durch die
Koeffizienten der Darstellung kN = k,n + k4(n x T'), da die Richtungsénderung (Beschleunigung)
in den Richtungen n und n x T erfolgen kann. Fiir k, = 0 ist die Bewegung , geradlinig“, ein Heben
und Senken fiir x, # 0 ist fiir eine geodétische Linie ohne Belang. x4 heifit geodétische Kriimmung.
Wie wir gleich anhand des projizierten Kriimmungskreises, einer Ellipse und deren Kriimmung
sehen, ist k, die Kriimmung der in die Tangentialebene projizierten Kurve.
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+ Geodétische Krimmung &,

A%
BA
n nxT
Q
a N
_i ;N ,i Yy
x

14

Die Koordinaten im (T', N, B)-System seien z, y und z.
Die Schmiegebene wird durch T' und N aufgespannt. Der Normalenvektor der Tangentialebene ist n.

Die Ebenen schlieflen den Winkel « ein.

1 0
T=10])], N=|1], kN=|k], n=
0 0 0

kN = kyn+knxT) |- (nxT)

Rg = K COS ¢

alternativ

AIN.nxT)=«

Mit dem Skalarprodukt folgt unmittelbar
kg =kIN - (n xT) = Kkcosa.

a2

Fiir das Weitere benétigen wir die Formel r = -

b
fiir den Kriimmungskreis der Ellipse im Punkt (0

Der Kriimmungskreis, Radius r = %, in der
Schmiegebene wird auf eine Ellipse, a = r,

b = rcos «, in die Tangentialebene projiziert.
Die Kriimmung der Ellipse und damit die

Kriimmung der projizierten Kurve ist dann

b
2T = KCOSQ = Ky,

Tangentialebene

Schmiegebene

0 0
—sina |, nxT = | cosa |,
COoS o sin «
Kriimmungskreis der Ellipse
Tangentialebene
1b
a
,0).
x‘
\X
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+ Normalkriimmung ,,

1 0 0 0 0
T=10), N=|1|, kN=|k], n=|—-sina |, nxT=| cosa |,
0 0 0 COoS o sin «
kN = kpn+ kg(n xT) |- N
Kp = —Ksina =+ je nach Orientierung
Diese Kriimmungskomponente nennt man die Normalkriimmung.
AR
. o . . BA
Mit 8 = £(n,N) ist a = f — 90° und weiter n nxT
kg = Kcosa = kcos(f —90°) = ksin 3
Kpn = Ksina = ksin(f —90°) = —kcos 3 &8 N
K2 = Ky + K -1 kN 1 Y

Kn ist die Kriimmung der Kurve, die in die durch n und T aufgespannte Ebene projiziert wird.

Beim Nachweis tritt an die Stelle von cos a cos(90° — ) = sin a.

z
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+ Anschauliches

Stellen wir uns vor, wir wiren mit dem Auto auf einer hiigeligen Fliche mit der Geschwindigkeit 1
unterwegs. Zunéchst fahren wir ,,geradeaus®, das Lenkrad bleibt in Mittelstellung. Die Réder drehen
sich je Achse gleich schnell. Die Kiihlerfigur bewegt sich aufgrund des hiigeligen Geléndes vor dem
Hintergrund auf und ab. Wir bewegen uns auf einer Geodite, die Horizontalkomponente der
Beschleunigung ist im Gegensatz zur Vertikalkomponente null. Da wir keine unnétigen Schlenker
machen, verwundert es nicht, das dies die kiirzeste Verbindung fiir jeweils zwei Kurvenpunkte ist, die
nicht so weit voneinander entfernt sind.

Durch das Lenken des Autos wird eine Seitwartsbewegung hervorgerufen. Bei gleichbleibendem
Lenkradeinschlag wiirden wir theoretisch auf einem Kreis der Tangentialebene fahren. Der Kehrwert
vom Radius ist die geodétische Kriimmung. Die von unserer Richtung abhéingige, geldndebedingte
Vertikalbeschleunigung ist die Normalkriimmung. Wire sie fix, wiirden wir zu einem Looping ansetzen.

Als Beispiel bewegen wir uns auf einem Léngenkreis einer Kugel vom Nord- zum Siidpol. Innerhalb
der Flidche gehen wir geradeaus (ohne Biegung), die geoditische Kriimmung ist null. Von auflen be-
trachtet kriimmt sich der Weg im R? (er liegt auf der Kugel), die Normalkriimmung ist ungleich null.

Geodéten auf einem Kegel

> N
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+ Geodéten auf einem Kegel Hinweise

b=2nr

v = {(rcosa, rsina, —h)°
( )° Einheitsvektor

r = (rcosa, rsina, 0)

P =v+(0,0,h)
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+ Geodétengleichung

Eine Kurve ist Geodéte!, wenn der Vektor N des
Frenet-Dreibeins und der normierte Flichennormalen-
vektor bis auf das Vorzeichen in jedem Kurvenpunkt
iibereinstimmen, d.h. wenn der Kriimmungsvektor und
die Normale der Fliche ®(u,v) C R3 kollinear sind, der
Kriimmungsvektor also senkrecht auf den beiden
Tangentialvektoren steht (sie werden als linear
unabhéngig vorausgesetzt):

[(ff)F — (¢F)F] - &y, und [(¢r)F — (FF)F] - Dy,
siehe 2. Ableitung nach Bogenlidnge von r(t).

FEine Kurve C auf der Fliche ® ist durch eine Kurve
in der Ebene c(t) = (c1(t), c2(t)) und C(t) = ®(c(t))
definiert.

Setzen wir C(t) und ihre Ableitungen in die
Geoditenbedingungen ein, erhalten wir ein
Differentialgleichungssystem, mit dem Geodéten
ermittelt werden kénnen.

a) C = D, + Pyis Kettenregel

>N

C = (Puul1 + Pupi2)ér + Puéy + (Pyucs + Pyyéa)éa + Pyéo und Produktregel

— (I)uél + (bUéQ + q)uuC? + 2q>uvélé2 + q)vvég

b) Cd, = (2,0,)¢1 + (0, P, )¢

= BEéy + Féy | E = E(c(t)), usw.

Cd, = (9,,)é1 + (yD,)é0
= Fé1+ Géy

(ear) = (£ 5)e

) Cd, = (Dy,P)¢1 + (Pu8,)é + (Puu®y) + 2(Puy®y)c1én + (PoyPy)és siche a)

CP, = (B,D,)¢1 + (Pu®y)é + (P ®)T 4 2(Pop®)é162 + (Pou®)és

Fiir das Weitere benétigen wir die Christoffelsymbole, d.h. Koeffizienten bei der Darstellung
partieller Ableitungen zweiter Ordnung. Bei Anwendungen werden sie vorab bestimmt.

T © Roolfs

1Joh. Bernoulli fand 1697 fiir kiirzeste Linien diesen Zusammenhang von Haupt- und Flachennormale.
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+ Christoffelsymbole

L @y = I}, @y + T3P, + hyy (P x y) | Dy = Pous(u,0), T'H =T, (u,v) usw.
2. @y = Th®, + 120, + hia(Py x D)
3. @y, = D@, + 12,8, + hoa (P, x @)

Mit @y, = By und Dy, = Ty @y + 5Py + ho1 (Poy X By) ergibt das Ty = T und hyy, = hy;.

Wir leiten die Fundamentalformkoeflizienten partiell ab

B, = 2(2,8,) = ©uu Py + ©uPuy = 2P, Py, — B0, = 1B,
By = 2(Pu®y) = @y + PPy = 204, 0, — eu0, = 1B,
Gu = Z(@y®y) = Bp®y + BBy, = 204, P, R e ey
Gy = £ (By®y) = Dyy®y+ Byyy, = 28, P, — 3,0, = LG,
Fy = 2(@,0,) = Gupu®y+ Bybyy, = Cpudy+1E, = 0,0, = F,— 1B,
F, = %(q)u%) = 0,,P, + ¢, P, = %Gu LD, D, — By,D, = F,— %Gu

und formen mit den Christoffelsymbolen weiter um, zuerst mit 1.

= ®,,®, = [[},®, +T2,®, + hy1(®, x ®,)]®, = '},2,P, +T3®,®, = 1, E+T2F
= ®,,®, = [[},®, + 12,0, + hy1(®, x ,)]®, = '};®,P, +13,0,0, = 1, F+T2,G

3B\ _ (B F\ (Th M _ (EFY'[ 3B
F,-1E, Fa)\r3 2, FG F,-1E,

dann mit 2.

&
|
N[—= N
SIS
| |

1By = ®u®y = [Dhy®@y + T3H®, + hiz(®y x ©,)]| @, = Tly®,®, + T%,8,®, = [,E +3,F
LG, = ®,,®, = [[}y®y + T2, + hia(Py x ,)]|®, = T1y®, P, + [2,8,8, = T1,F + %G

TE, :(E F) Tl
1Ga FG)\1%,

schliellich mit 3.

Gy = Py ®, = [[3,®, + 13,0, + hoo (P, x ®,)]®, = '@, P, +T3,0,8, = T3L,E+T3,F
1G, = 0,0, = [[L,®, + T4, + hoo(P, x ®,)]®, = 'L, 0,®, +T3,8,d, = 'L, F +T%,G

F, =3B\ _ (B F\ (T T\ _ EF\'(F, -1E,
3Go FG) \T3 3, FG la,

31

ri, :(E F)_l 1E, (E F)_lz 1 E —F
r2, FG) \1aG.)’ FaG) EGIF\_p ¢

)



+ Geodéatengleichung Fortsetzung

Mit den Ergebnisse der vorigen Seite
®,u®u)  (EF\ (Th D@y
(I)uu(I)v B F G F%l ’ (I)uv(I)v B

ri, ri
und den Abkiirzungen I'' = }1 }2 ,
F21 F22

EF F%Q D4y Dy _ EF F%Q
F G F%2 ’ (I)UU(I)U F G F%Q

r2 r
1 12> erhalten wir:

F21 22

Zur Erinnerung ¢) €@, = (©,9,)é1 + (Pu®u)éa + (Puu®u)ét + 2(DPuy®y)érés + (P o) s

CP, = (B, D,)é1 + (PyPy)és + (P ®y) s + 2(Prp®y 162 + (Pyu®y )

Ce,\ _ <E F>C (P 2y (PP, (PP
Co, F @G Dy ®, | Dy @, | 17T @@, ) 2
_(EF F11 Fl Fl .2
— (F G) |:C+ <F%1> &) + 2 (FQ 6162 =+ F%2 :|

_(EF\[. (¢I L
= re [c +{eTr2e ] gehort zu c)

d) CC = (Byéy + Byén)? = 2B 4 261¢9B, By + (202 = c'T(? g) é

scc=cc+cc=20C

a E F T(EF\. .T(EF)\. T(E F\.  .T{FEu1+Eys Fué1+ Fyéo
= S )e=2

1CC = <F G) te (FG Ctelp )™ \Fa)CTC Rt s Guir + G
v T(EF\. 1 E, F, E, F, ..

= CC=c¢ <F G)c—i— (F G, )c 1+ 35 le <Fv G,U>CC2

e) Die Geoditen-Bedingung kann nun umgeformt werden.
0 [(co)C - (CcC)Ca, .. [Cd, ... [C®,
= L e =CC| . -CC| .
0 [(cee - e, co, Co,

- ee(EE)er (Sd)] - ee(Lh)e 9. b
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+ Geodéatengleichung Fortsetzung

-1
Multiplikation mit < P G> gibt

T 1.
0 T(E F\. 1. (cIc T(EF\. 1.T(Ew Fo\.. 1.T(FEy Fy\..1.
<0> =cC <F G>c- |:C+((-:TF2(-:>] — [c FG c+5¢C F, G, cc1 + 53¢ F G, ccﬂc

F G

T 1
0 N c I'c 1 T(EF\. 1.7T(E. F,\.. 1.T(E, Fy\.. 7.
(0> _C+(éTF2é> - _T(E F)—% E <F G)C+5C FoG ) T2\ R, i ¢
(¢ C
F G

-1
und mit der Division durch ¢' (E F) ¢ erhalten wir die Geoditen-Bedingung:

0 o E F\[. (¢ T o[ EFY .
(O> = CC(F G) [c—f— <éTF2é>] —CC(F G>c | siehe e)

Falls |C| konstant ist, dann ist auch CC konstant und es ist CC = 0,

da die Ableitung von C'C' mit der Produktregel 2CC = 0 ergibt.

Die Geoditen-Bedingung lautet dann:
0 L [elT
0) =T lere

Fh) 2 (F%g) (F%Q) 2
= c+ c;+2 C1¢2 + ¢
(F'ﬁ PO, T AT,

. G dPal o da® daf
In der Literatur findet man Schreibweisen wie: Tz = =TIy 8 dr dr

i W' Th =0 k=1,2
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+ Hyperbolisches Paraboloid

Hyperbolisches Paraboloid ®(u,v) = (u, v, %(u2 —v?))

®, = (1,0,uw)", ®,=(0,1,—v)"
E=0,0,=14+4?> F=&,0,=—-uw, G=&,9,=1+2>

—1
EF\ (1+4? —w E F\ _ 9 9 EF\ _ 1 14+u? ww
<FG)_( ) det(FG>—1+u w2 (Do) = (0,

. 1 1+u? wv U . 1 U
T 14ute? w 1402 )\ —v ) = 1+u?+o? \ —y

It — Iy Ty . U 10 2 — rs i, _ v -1 0
SA\ry, T,/ T et \o-1)° r2 12, I+u?+v? \ 0 -1
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+ Hyperbolisches Paraboloid

Sei c(t) = (t,vp) . Wir wollen untersuchen, fiir welches vg C(t) = ®(c(t)) Geodiite ist.

¢ = (1,07, ¢=(0,0)T
Geodéten-Bedingung

LT 1.
0 . (¢ I''c 1 T(EF\. 1.T(FEw Fu\.. 1.T(FE, F,2\.. 7.
(0> = c—i—(éTFgé) — .T(E F>? {c <F G)c+§c F, G, cc1 + 53¢ F oG, CCQ}C
C C

F G

1 u 1 1 1
N ERTeEmT (—vo> ~ Tz (0 52u-140) (0>

1 u 1 u
T 14w+ \—vg ) 1+u? \0

v9 = 0 siehe Grafik

Das Problem der geodétischen Linien kann als mechanisches Problem aufgefasst werden (Jacobi 1842).
Ein Punkt, der sich auf einer Fliche ohne Einwirkung duflerer Krifte bewegt, beschreibt eine Geodite.
Jacobi hat als Erster 1839 die geodétischen Linien auf einem Ellipsoid bestimmt.

Moglich ist auch eine Veranschaulichung durch ein Gummiband, das zwischen zwei Punkten aufgespannt
wird - es zieht sich bis zur kiirzestmoglichen Ausdehnung zusammen.
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+ Parallelverschiebung

Der Streifen kann gebogen und verdrillt werden.

Veranschaulichung einer geodétischen Linie

Wir stellen uns vor, einen schmalen Streifen aus diinnem Blech flach auf einer gekriimmten Fléche
anzubringen. Der Streifen liegt dann entlang einer geodétischen Linie, da er sich nur senkrecht zur Fliache
verbogen und léngs seiner Mittellinie verdreht haben kann. Mathematisch heifit das:

Fiir eine nach Bogenlinge parametrisierte, geodéatische Linie auf der Flache ® kann ein Tangential-

vektor T' = C entlang der Kurve C(t) = ®(c(t)) parallel verschoben werden. Der Tangentialvektor be-
hélt dabei seine ,,geradlinige® Richtung bei, lediglich seine jeweilige Tangentialebene kann zum Verlauf

senkrecht abgeknickt und um T gedreht sein, T ist also kollinear zur normierten Flichennormale 7,

d.h. T = (n-T)n.

5 a° L (b—\a@°)
0 =a° (b—Aa°)
b— A\a° = a°b—\ ac-a° =1
N e
7°  A\G° a b :(c_io-g)c_io, a=n, b=1T

Projektion 557 fiir = 0° ist g@ =b.

Die Geodéten-Bedingung lautet daher:

T =(n-T)n Eine seitliche Komponente von T ist nicht vorhanden.
0=T-(n-T)n Die rechte Seite bezeichnet man als kovariante Ableitung vom Vektorfeld T .
=C-(n-C)n
allgemein

Bei der kovarianten Ableitung %v(t) =v(t) — (v(f) - mn)n eines Vektorfeldes v iiber einer Kurve ¢
wird die Komponente von v in Richtung m subtrahiert, {ibrig bleibt nur der Teil innerhalb der

T tialebene.
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+ Abkiirzende Schreibweisen

metrische Fundamentalgréfien
E F
F G

Bogenlinge in der Fliche ®(u!,u?)

S S
L:/\/Eu2+2Fm}+Gi)2 dt:/\/gikuiuk dt
0 0

o

gi1
g21

gi12
g22

(gij) = [

1. Y@, + 12,0, + hy1 (P, x )
L&, + 2,0, + hi(®, x @)

F%Q(I)u + F%Q(I)U + hgg(q)u X (I)U)

uu

2.

uv

3.

Vv

=TLE+TLF
I'LF+ 12,6
=TI, E+T4LF
[LF +T13,G

(I)ijq)k

Partielle Ableitungen von g,.s nach u’ werden durch einen unteren,

0grs
out -

durch Komma getrennten Index gekennzeichnet, g,s; =

g sind die Komponenten der inversen Matrix von (g;;).

- —1 1
Iy _[E F] EE{L
rs F G Fy— 5B,
i\ _ (e r] (3B, e
2, F G s G i =
Die In
—1 1
Tl _|EF Fy = 5By rk =

F%CI)T + hij(q)l X (I)Q)

Summe fiir 7 = 1,2 (oberer Index)

= nggrk

gkh

2
dizes werden zyklisch vertauscht.

(gjh,i + Ghi,j — gij,h)

2 kh

Z gT (9jni + Ghij — Gijin)
h=1

Falls die Koordinatenlinien senkrecht zueinander verlaufen, gio = go1 = 0:

1 1 1
I}, = 5911(911,1 + 9111 — g11,1) = 5911911,1 I}, = 5922

1 1 1
Il = 59" (211 +9n2 —g121) = 359"gne2 | Ty = 597

1 1 1
I, = 5911(921,2 + 9122 — g22,1) = —5911922,1 I3, = 5922
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(9121 + 9211 — g112) = —5922911,2
1

(9221 + G212 — g12,2) = 5922922,1
1

(9222 + 9222 — g222) = 5079222

kk

1
ri?j =3 (gjk;,z‘ + Gkij — gz‘j,k)g



+ Geodéatengleichung fiir eine Rotationsflache

O(p, 1) = (recosy, rsing, f(r))
®, = (—rsinp, rcosp, 0)
@, = (cosyp,sing, f'(r))

(9i5) = [TQ ! ] (9i7)~" = (¢7) = [T_Q ) ]

0 1+ f7 0 (14271
Il = %911911,1 =0
F%l = _%922911,2 = —#f,g
F%Q = %911911,2 = %
r?, = %922922,1 =0
Ty = —59" gm0 = 0

Die Geoditen-Gleichung lautet mit c(t) = (p(t), r(t)):
0 . (Th). IR IEAY
(0> = c+ (Fi) c% +2 <F%z> €162 + <F§z> c%
0 = r(®)g(t) + 27 ()p(t)
0 = (L+ f2)i(t) = r(0)@" + f/f"i(1)*

Die 1. Gleichung beinhaltet: % (r2(t)p(t)) = 0, somit r2(t)p(t) = C.
Wie wir sehen werden, ist dieses Gleichungssystem selbst fiir einen Kegel mit f(r) =r
nicht so ohne Weiteres losbar.
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+ Geodéatengleichung fiir einen Kegel

Mit f(r) = r erhalten wir einen Kegel.

D(p,7)

o, =

®,

(rcosp, rsing, r)
(—rsing, rcos g, 0)
(cos p, singp, 1)

I

(9i5)

Die Geoditen-Gleichung lautet mit c(t) = (o(t), r(t)):

0:
0 =

r(t)$(t) + 27(H)p(t)
(L+ f2)i(t) = r(6)@” + ff"#(t)

2

hieraus wird 0 = 27(t) — r(t)¢

. . . d . . .
Die 1. Gleichung beinhaltet: - (r2(t)¢(t)) = 0, somit r2(t)p(t) = C.

Fiir eine Parametrisierung nach Bogenlénge ist daher dyp = r%dé.
Fiir das Bogenelement df gilt dann:

de? = 2dr? + r2dgp2
2
= 2dr? + S a2
/1 C?
dr = + 5~ 92 dl
dr _ - r 2_ (12
dp = == ﬂ\/r C
, TZT_ o C(,if% | Trennung der Variablen
arctan Y- 502 1 . ' '
C = V2 (¢ — o) | Die Integrationskonstante steckt in ¢g.
r2—C? P=¥0
= tan —F—F— R
¢ 2
L
(0
% = cos
r 2 (2
(U
C
Geodéte

c(t)

(r(t) cost, r(t)sint, r(t)),
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+ Geodéatengleichung fiir einen Kegel
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+ Beschleunigung, Kriimmung Zusammenhénge

Wir fahren auf einer gekriimmten Fliche und befinden uns in diesem Augenblick auf der
abgebildeten Tangentialebene in Fahrtrichtung T. Die physikalische Beschleunigung sei a.

n°-x =0 Normalengleichung der Tangentialebene
n°-(a+An°) =0 Schnittbedingung
A= -—-n°-a
a; = a—(n°-a)n°
—_———

Projektion von a auf n bzw. n°

a | Projektion von a auf die Ebene

a kann zerlegt werden: a =n° x (axn°) + (n°-a)n°
—_——
al

Beachte: a x n° steht senkrecht auf a und n°. Diese Vektoren spannen ein Parallelogramm
mit dem Inhalt |a | auf, folglich ist |a x n°| = |a_]|.

Wir befinden uns auf einer Geodéte, wenn a in der n-T-Ebene liegt.

Bewegen wir uns fortan mit der Geschwindigkeit 1 auf der Kurve c(t). Es liegt dann keine
Beschleunigung aufgrund von Gasgeben und Bremsen vor, Rechts- oder Linkskurven sind aber moglich.
c(t) ist wegen |c(t)| = 1 nach Bogenldnge parametrisiert, a = ¢(¢) und a steht senkrecht auf T = ¢&(t),
liegt also in der n-(n x T)-Ebene. |a | ist die geodétische Kriimmung k,. Die Geodétenbedingung
lautet (es fehlt die seitliche Beschleunigung in Richtung n° x T): a = (n°-a)n°, siehe auch
Parallelverschiebung und kovariante Ableitung.

Aquivalente Formulierung der Geoditenbedingung mit €(t) = kKIN = k,n° + r4(n° x T):

Die (vorzeichenbehaftete) geodétische Kritmmung x4 ist null, bzw. N = £n°.
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+ Extremwert

2

Zu gegebenem Anfang- und Endpunkt soll die Bogenlinge von ®(u(t)) mit u(t) = (u'(t),u?(t))

T T
in der Fliche ®(u',u?) minimiert werden, L = / \/Ezl2 +2F a0 + Go® dt :/ \/giju"uj dt.
0

Das miisste auf ein schon bekanntes Ergebnis fiithren.

Wir betrachten eine weitere Kurve v(t) = (v!(t),v?(t)) mit gleichem Anfang- und Endpunkt und berech-
nen fiir das Quadrat der Bogenlinge (abhéngig von €, die Wurzel ist fiir das Ergebnis irrelevant) von
O (ue(t)) mit uc(t) = u(t) + ev(t) mit dem Variationsansatz die Extremumsbedingung,v(0) = v(T") = 0.

T
2.2
L3(e) = /gzju / gutigty + 2120007 + goptili?) dt
0 0
T
0 = % / gij(u(t) + ev(t))uiuz dt stets an der Stelle e =0
0
T
d i .j
- / [&gij(u(t) +ev(t))uiu! +
d .i.j
0 gij(u(t)) 7wl +
gl-j(u(t))elaug] dt
T
= / i, wokuta? + 2 gijt 2 } dt partielle Integration erméglich v* auszuklammern
0
T T
¥ ilT jd i
gwuv dt = guuv ‘O vt 9idt di
0 0
d -q
Srgi = gmku ot 4 gij zusammenfassen
T
0= / [gij’k’()k’[li’l.j,j - 2Ujgz‘j7k’llk’lli - 2Ujgijﬁi] dt
0
T
- / [g” R — 2gin kU o’ 2gmuz] dt
0 .
= 9ij, kU W — 291 ]u U — 2g10" auch Summationsindizes umbenennen
o v i 1 i
= JikU + Gik U U — 5 Gij kU U
.t g i g gt i .
= guk [ + %5 (29 — gijor) W] "3 Girg@ W mit .. gjri... =...grj;... vertauschen
— i+ I‘fjuiuj voila Multiplikation mit ¢"* und Summation
.. .2 .. .2
0 = & +T1éf +2Th,¢160 + Tieés Filj = %g (951, + 9105 — 9ij1) + %912(%2 i+ 92 — 9ii,2)
.. .2 .. .2
0 = ¢+ F%lcl + 2F%26102 + F%QCQ F?J = %g (gjl i T 9145 — Yij, 1) + 5 1 g (gj2 i1+ 92,5 — gijﬂ)

N[

-1
2 g21 G22 921 922


http://groolfs.de/Verschiedenespdf/Variationsrechnung.pdf

+ Kriimmung ebener Kurven

Der Begriff Kriimmung ist einfach zu erfassen,
die rechn. Umsetzung erfordert jedoch einige Vorkenntnisse.

Intention: Ein Kreis mit dem Radius 1 hat die Kriimmung 1.
Wird der Radius verdoppelt, halbiert sich die Kriimmung.
Wird der Radius halbiert, verdoppelt sich die Kriimmung.

Statt den Radius zu betrachten, kann das Verhéltnis k = ccll_g der Kreisbogen da und ds zu einem

beliebigen Winkel bestimmt werden. da ist der Kreisbogen fiir » = 1. Mit dem Radius verdoppelt sich auch
ds und damit halbiert sich &, usw.

Zur Berechnung von do ist der Kreis mit dem Radius 1 nicht erforderlich. da ist auch die tangentiale
Winkelédnderung (Schenkel stehen paarweise senkrecht aufeinander) auf dem Bogen ds.

Fiir eine Funktion f schlieft die Tangente an der Stelle x mit der z-Achse den Winkel o = arctan f/(x) ein.
Mit der Ableitung erhalten wir das Differential da. Zu ds siehe Lénge

einer Kurve. Differentiale sind (hier) infinitesimale Grélen, die so klein gew#hlt werden, dass der
Approximationsfehler vernachléssigbar ist.

_ da N /
T ds
3-
a = arctan f’(z) \
da
_ @) 2+
o= e ™ 7
ds = /14 (f'(z))?dx 1 " s o
Cd_ W) — ]
N R —
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http://groolfs.de/AnalysisTeil4pdf/LaengeKurve.pdf
http://groolfs.de/AnalysisTeil4pdf/LaengeKurve.pdf

+ Winkelabweichung eines sphérischen Dreiecks

In der Abbildung ist ein Dreieck D auf einer Kugel mit dem Radius R dargestellt.

Die Dreiecksseiten liegen auf Grolkreisen. Diese Schnittkurven der Kugel mit Ebenen durch ihren
Mittelpunkt sind die geodétischen Linien.

Die Verlédngerung der Seiten von D teilt die Kugeloberfldche in acht Dreiecke, zu jedem der vier
Dreiecke D, D,, Dg und D, gehort auf der gegeniiberliegenden Seite ein kongruentes Dreieck.
Da die Kugeloberfliche gleich 47 R? ist, folgt fiir die Flicheninhalte:

I. D+ Dy+Dg+ D, = 2wR?

D + D, bilden einen Keil (analog fiir 8 und ), dessen Fliche das «/2n-fache der Kugeloberfliche ist:

2. D+ D, = 2aR?

3. D+ Dg = 28R?

4, D+ D, = 2yR?

5. 3D+ Do+ Dg+ Dy = 2(a+ 8 +7)R? |2. + 3. + 4.

6. D= (a+B8+y—-mR* |5 -1

7. a+B+y—7 = kD |k =1/R?> GauB-Kriimmung
allgemeiner

Die Gaufische Kriimmung K einer glatten Fliche in einem Punkt ist das Produkt der beiden

R% . R%. Dabei sind R; und R, die beiden Haupt-
kriimmungsradien. Der Kreis mit dem grofiten Radius steht senkrecht auf dem Kreis mit dem
kleinsten Radius (Ellipsoid, hyperbolisches Paraboloid).

Bei einer isometrischen Abbildung bleibt die Gauf-Kriimmung erhalten. Eine Kugel kann daher nicht
auf eine Ebene isometrisch abgebildet werden.

Eine abwickelbare Fliache hat die Gaufl-Kriimmung null.

Hauptkriimmungen K = k1 - kg =
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+ Kriimmung von Flachen

Kriimmung von ebenen Kurven

_ da
~ ds

Analog wie bei den Kurven definiert man die Gau-Kriimmung K durch

dA
K = 435,
also als Grenzwert eines Verhéltnisses zweier Flicheninhalte.

Die normierten Fldchennormalen (siehe Grafik) schneiden als Ortsvektoren auf der Sphire
(Kugel) mit dem Radius 1 die Fliache dA heraus.

Je weiter sich die Fldchennormalen nach auflen biegen, umso gekriimmter ist die Fliche,
umso grofler ist dA und damit K.

fuufvvffiy

Fiir @(u,v) = (u,v, f(u,v)) gilt K= THE 0

Der Zusammenhang zwischen der Gau-Kriimmung K

und den Hauptkriimmungen (minimale und maximale Normalkriimmung bei beliebiger
Tangentialrichtung) <1 und k2 lautet K = k1k2. Man kann zeigen, dass die Hauptkriimmungs-
richtungen immer senkrecht zueinander sind.
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+ Orthogonalitat der Hauptkriimmungsrichtungen

Wir wollen uns diesen Sachverhalt plausibel machen, siehe hyperbolisches Paraboloid.

O.B.d.A. betrachten wir hierzu eine glatte Fldche mit horizontaler Tangentialfiiche an der Stelle
(zo,y0) = (0, 0) und alle Kurven, die sich als Schnitt der Fldche mit Ebenen ergeben, die senkrecht
zur zy-Ebene durch die Stelle (zg,yo) verlaufen. Fiir die Schnittkurven (die Ableitungen sind
sicherlich an dieser Stelle null) werden erfasst durch: g(A) = f(zo + Aa,yo + Ab), a und b beliebig.

Es ist g”()‘) = frz(z0 + Aa,yo + AD) - a® + 2fzy(x0 + Aa,yo + Ab) - ab + fyy(xO + Aa, yo + Ab) - b?
und fiir A = 0 ergibt sich: g"(0) = fuz(wo,y0) - a® + 2fzy(z0,y0) - ab + fyy(x0,y0) - b2.

Beim Zusammenfassen werden fry (20, y0) = fyz(20,y0) und die verallgemeinerte Kettenregel
benutzt.

g"(0) = (a,b)

Jaa fxy (Z) Matrizenschreibweise der quadratischen Form
Sy fyy

Der Radius r des Kriimmungskreises ist: r = , siehe Kriimmungskreis.

L
g"(0)

Fiir einen Kreis um (zg,yp) erhalten wir eine Grafik der Art:

Die Eigenvektoren der symmetrischen Matrix stehen senkrecht aufeinander und weisen aus
Symmetriegriinden (siehe Diagonalisierung) in die Richtungen der maximalen und minimalen
Kriimmung.
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http://groolfs.de/AnalysisTeil4pdf/Kruemmungskreis.pdf
http://groolfs.de/Verschiedenespdf/Diagonalisierung.pdf

An introduction to the Mathematics of differential geometry of space curves and the Frenet Frame

Demystifying The Metric Tensor in General Relativity
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https://www.youtube.com/watch?v=LwOorOh6Wt4
https://www.youtube.com/watch?v=Hf-BxbtCg_A

