Extrema mit Nebenbedingungen

2

Gesucht ist das Extremum der Funktion f(z,y) =5 — 2% — %y
unter der Nebenbedingung ¢g(z,y) =x+y—2=0.

In diesem einfachen Fall kann die Nebenbedingung nach einer Variablen aufgelost
und die Zielfunktion als Funktion einer Variablen dargestellt werden.
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r+y—2=0 = y=2—ux, f(m,2—x)=—%x2+2x+3, =0 = uz=

Die Untersuchung der notwendigen Bedingung soll hier gentigen.

Wie ist nun vorzugehen, falls die Nebenbedingung nicht oder nur sehr schwer nach einer Variablen
aufgelost werden kann? In der Grafik ist die Idee enthalten.
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Lagrange-Funktion
Joseph Louis Lagrange 1736 -1813

Im Extremum beriihrt eine Niveaulinie f(x,y) = ¢ die Nebenbedingungskurve g(z,y) = 0.

Um die Beriihrbedingungen zu ermitteln, denken wir uns eine Niveaulinie
in Parameterdarstellung x(t), y(t) gegeben, d.h. es gilt: f(x(t), y(t)) =c.

verallgemeinerte Kettenregel Skalarprodukt 2 (t
= fo() - 2'(t) + fy() -y () =0 = (‘jf) 1 (y’gtg)
Yy

Der Gradient von f steht also senkrecht auf dem Tangentialvektor der Niveaulinie.

An der Beriihrstelle (zg, yo) muss daher der Gradient von f kollinear zum Normalenvektor der

Nebenbedingung sein:
(5)-)
fy 9y

Um Extrema aufzuspiiren, ist daher das Gleichungssystem zu l6sen: Je—=Age = 0
fy—=Agy = 0
glz,y) = 0

Dieses Gleichungssystem erhélt man auch, indem man die sogenannte Lagrange-Funktion

L(z,y, A) = f(z,y) + Ag(z,y)
aufstellt und die partiellen Ableitungen L, Ly, Ly null setzt. A heilit Lagrange-Multiplikator.

Fiir das Beispiel ist dann: L(ac,y,)\):5—x2—%y2 + AMz+y—2)
—2x+X = 0
-y+A =0
_ 2 =t a2
z+y—2 =0 = T=3,Y=3, A=3
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Extrema mit zwei Nebenbedingungen

Gesucht sind die Extrema der Funktion f(z,y,2) =x+ 2y — z
unter den Nebenbedingungen ¢;(z,y,2) = 22 +3>—-8=0
und g@(z,y,2)= z+2z-4=0.

Die Nebenbedingungen beinhalten, dass die Funktion nur auf dem Schnitt eines Zylinders mit einer
Ebene betrachtet wird, also auf einer Ellipse.

Die Lagrange-Funktion lautet nun:
L(.’IJ, Y, %, )\17 )\2) - f(mv Y, Z) + )‘1 gl(wv Y, Z) + )‘2 92('%'7 Y, Z)

Ly, =0 und L), = 0 ergeben die Nebenbedingungen.
L, =0,L, =0, L, =0 besagen, dass sich der Gradient von f(z,y,z) als Linearkombination der
Normalenvektoren der Nebenbedingungs-Flachen darstellen l&sst.

Das ist offensichtlich.

Werden die Nebenbedingungs-Flichen an der Stelle des Extremums durch Tangentialebenen appro-
ximiert, so steht die Schnittgerade der Tangentialebenen senkrecht auf den Normalen der Neben-
bedingungen. Der Gradient von f steht dann senkrecht auf der Schnittgeraden, d.h. dass eine Niveau-
fliche von f die Schnittgerade beriihrt.

Fiir das Beispiel erhalten wir: Ei(2]2]2) mit Ay =-2, Aa=1

1
2’
Ey(—=2]-2]6) mit A =g, A=1

Tangentialebene des Zylinders 1
im Punkt FEi1(2]2]2): 1]-2-4=0
0
Nebenbedingungsebene: 1
0]-2—-4=0
1

Gradient als Linearkombination der Normalenvektoren:

(1) () =)

Schnittgerade:

G0 ()66

Die Niveauflichen (nicht dargestellt) ( 1 )

o 00

N

2
-1

Z—c=0

verlaufen in diesem Fall parallel zur Schnittgeraden.
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(Okonomisohe) Interpretation der Lagrange-Multiplikatoren

Wenden wir im Ringen um Einsicht die Lagrange-Methode auf ein lineares Problem an:
Gesucht ist das Maximum der Funktion f(z,y) =x+y

unter den Nebenbedingungen 1. 4dr+3y = 24
2. z+4+3y = 15

Fiir die Lagrange-Funktion (in der gleichwertigen Form)

L(z,y, A1, 2) =2 +y— A1 (4 + 3y — 24) — Ay (z + 3y — 15)

ergeben L, = 0 4N+ X =1
8 v die Gleichungen ! 2

Ly:() 3AM +3 =1

mit den Losungen: A\ = g und g = % .

Diese Gleichungen kommen uns vielleicht bekannt vor.
Hétten wir das Maximum-Problem als lineares Optimierungsproblem formuliert, so wiirde das duale
Problem auf diese Gleichungen fiihren, vom Gleichheitszeichen einmal abgesehen (moglicherweise
wurde so die Dualitiit entdeckt). Es ist zu vermuten, dass die Losungen etwas iiber die Anderung des
maximalen Funktionswerts bei Anderung der Kapazititsgrenzen in den Nebenbedingungen (hier 24
und 15) aussagen.
Eine leichte Rechnung stiitzt diese Vermutung. Die Maximumstelle (3|4) ergibt sich aus Ly, =0
und Ly, = 0. Wird nun z.B. der Wert 24 um 1 verringert (die Kapazitéit wird nicht voll ausgenutzt),
37
)

so verringert sich das Maximum 7 an der Stelle (3 [4) um A\ = % , der neue Wert wird in (g 5

angenommen. In den Wirtschaftswissenschaften werden A;, Ay als Schattenpreise bezeichnet.

Bei nichtlinearen Optimierungsproblemen besteht ndherungsweise dieser Zusammenhang.

Die Zielfunktion f(z,y) = % (22 4+ %?) nimmt an der Stelle (3|4) bei gleichen Nebenbedingungen den

maximalen Wert 5 an, \; = ; =0,22 und Xy = % =0,31.

Wird z.B. der Wert 15 um 1 verringert, so betragt das Maximum nur noch 4,75 an der Stelle (1—3O %)

Bei zusétzlicher Verminderung des Werts 24 um 1 ist nun das Maximum 4,49 an der Stelle (3 | %)

Allgemein formuliert:
Gesucht ist das Optimum der Funktion f(x,y) unter der Nebenbedingung g(z,y) = b.
Fiir jedes b gebe es eine Optimumstelle: (z(b), y(b)), fiir die dann gilt (siche Lagrange-Funktion):

Lo(e(®), yO) _ \ (9:(x0), y®)) | (#0)
(fy@(b)v y<b>>>”b<9y<x<b>, y<b>>> | (y'<b>> (Slalarproduk)

= %f{x(b), yb) =X - 1, beachte: g(x(b), y(b)) = b nach b abgeleitet ergibt rechts 1,

kiirzer: % foptimum(b) = Xy oder als Differential d foptimum(b) = Ay - db
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Extremwertaufgabe mit Nebenbedingungen

f(z1,29,23) — Max! (oder Min!)

Nebenbedingungen in die gleich-Null-Form bringen:

g1(x1,29,23) =0

g2(x1,29,23) =0

Lagrange-Funktion notieren, fiir jede Nebenbedingung eine neue Variable A;:

L(xy, 0,23, A1, A2) = f(21,22,23) + A1 g1(21, 22, 3) + A2 g2(x1, 72, 73)

Gleichungssystem aufstellen und 16sen:

a%lL( )=0 d.h. a%lf( )+A1%91( )+A2%92( ) =0
S=L( ) =0
A L( ) =0
gi( ) =0
g2( ) =0
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Extremwertaufgaben mit Nebenbedingungen

1. Man bestimme denjenigen Punkt in der Ebene z = z + y,
der vom Punkt P(1|0]| 0) den kleinsten Abstand hat.

L(z,y,2,A) = (z = 1> +y* + 2> + Mz +y — 2) d minimal gdw. d? minimal
1. 2(x—1)4+AX=0
2. 2u+A =0
2.+ 3. — zZ=—y
: 2 1 1
mit 1. = r=5, y=-3, 2=3

2. Man bestimme die Extremwerte der Funktion f(z,y) = z -y auf dem Einheitskreis.

L(z,y,\) =2y + Aa?+y% - 1)

1. y+2xx =0
2. z+2\y =0
3. 224+942-1=0

3. Man bestimme die Punkte auf der Fliche z = xiy mit geringstem Abstand
zum Nullpunkt des Koordinatensystems.

Lz, y,2,A) =22+ 42+ 22 + Az — Iiy) d minimal gdw. d2 minimal
A
2 2y+x_y2 =0
3 2242 =0
4 s =0 Typ =1, yyp==1
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Hinreichende Bedingung

Bei Extremwertaufgaben ohne Nebenbedingungen wird die Art der Extrema {iber die Definitheit
der Hesse-Matrix bestimmt (positiv definit lokales Minimum, negativ definit lokales Maximum).
Dieses Vorgehen kann {ibertragen werden.

Die zu untersuchende kritische Stelle wird in die Matrix (z.B.)

La:a: La:y
< Das ist die Hesse-Matrix einer geénderten Lagrange-Funktion L(z,y).

Lyy Ly, Die A-Variablen wurden zu Parametern.

eingesetzt, die dann auf Definitheit iiberpriift wird.
L,, L, wurden bereits fiir die kritische Stelle ermittelt.

Man bestimme die Extremwerte der Funktion f(z,y) = x +y auf dem Einheitskreis 22 + y? = 1.

L(z,y,\) =z +y + Ma® + 2% — 1)

1. 14+2\x =0

2. 1+2\y =0

3. 224+42-1=0
S U S
1—\/§a?/1—\/§, 1= \/5

Loz Lay 21 0
Ly Ly) \0  2)
—  Max(x1 |y1), Min(za|y2)

Aufgrund der Funktionswerte f(z1,%1) = V2, f(22,2) = —v2
lag das Ergebnis ohnehin auf der Hand.

Der Einheitskreis wurde nach unten verschoben.
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