Was ist Mathematik?

Wie ist es moglich, dafl die Mathematik, letztlich doch ein Produkt menschlichen Denkens
unabhéingig von der Erfahrung, den wirklichen Gegebenheiten so wunderbar entspricht?
Albert Einstein

Das Operationsfeld der Mathematik sind Zahlbereiche, algebraische Strukturen, geometrische Figuren,
allgemein endliche und unendliche Mengen mit klar definierten Eigenschaften. Fiir diese geschaffenen
Bereiche gilt es, Gesetzmafigkeiten und Muster zu entdecken. Hierzu werden Begriffe prézise definiert
und alle mit ihnen formulierten Behauptungen sind streng logisch ohne Riickgriff auf die Anschauung zu
beweisen. Dieses Vorgehen ist fiir viele Menschen von grofler Anziehungskraft. Einige bemiihen sich
jahrzehntelang, um eine einzige Fragestellung zu kldren, hidufig ohne Erfolg. Mathematische Inhalte
werden durch menschliche Kommunikation verbreitet, bei der nicht selten erhebliche methodische und
didaktische Fehler begangen werden. So sind auch andersartige emotionale Einstellungen zur Mathe-
matik anzutreffen. Ein gravierender unterrichtlicher Mangel besteht in fehlender Motivierung komplexer
Definitionen (z.B. Grenzwert, Kurvenintegral). Der Unterrichtende spart damit Zeit ein, seine eigene.

Mathematische Sétze sind von der Bedingungsform (Inklusion): Wenn ..., dann ... Ausgenommen sind
lediglich die Axiome, die einer math. Theorie zugrunde liegen (z.B. Peano-Axiome fiir die natiirlichen
Zahlen, Kolmogorow-Axiome fiir die Wahrscheinlichkeitsrechnung). Thre Aussagen kénnen nicht auf
Einfacheres zuriickgefiihrt werden, z.B. durch zwei Punkte verlauft genau eine Gerade. Bewiesen werden
muss (Umkehrung des Satzes von Pythagoras):

Wenn fiir die Seitenlingen eines Dreiecks a? 4 b? = ¢? gilt, dann ist es rechtwinklig.

Logisch gleichwertig ist der Umkehrschluss (Kontraposition):

Wenn ein Dreieck nicht rechtwinklig ist, dann gilt fiir die Seitenlingen a? + b? # c2.

Mathematik wurde und wird entwickelt, um die empirische Welt zu erfassen, zu verstehen und
Prognosen zu ermoglichen. Sie umfasst aber auch zunehmend umfangreiche Theorien, fiir die keine
unmittelbare Niitzlichkeit erkennbar ist.

Naturgesetze sehen wir als kausal an. Wenn wir ein Glas fallen lassen, dann kénnen wir uns darauf
verlassen, dass es sich beschleunigt in Richtung Erdboden bewegt, und nicht etwa ab und zu davon fliegt.
Die deterministische Ursache-Wirkung-Beziehung ist durch mathematische Funktionen

(Wenn z dann y) darstellbar. Addition als Zusammenfassung und die aus wiederholter Addition
entstandene Multiplikation von physikalischen Gréfien passen zu unserer intuitiven Wahrnehmung. Bei
Gleichungen, die naturgesetzliche quantitative Zusammenh#nge erfassen, bleibt durch Umstellen ihr
Wahrheitswert erhalten. Aus den newtonschen Axiomen folgt mit logischen Schlussfolgerungen und
math. Umformungen die gesamte Mechanik unserer Alltagserfahrung. Bei der Anwendung von
Mathematik wird versucht, Empirisches durch mathematische Ansétze moglichst genau anzunéhern.
Wachstumsvorgénge kénnen mit verschiedenen, aus angenommenen Eigenschaften herleitbaren
Funktionen modelliert werden, in der Hoffnung, die zukiinftige Entwicklung einzugrenzen. Evolutionére
Optimierungsstrategien in der Natur werden erkennbar und fiir wirtschaftliche und technische Probleme
nutzbringend angewandt.

Die ersten mathematischen Gehversuche waren das Zahlen und damit die Schaffung der natiirlichen
Zahlen. Hier gibt es fiir jede Zahl genau einen Nachfolger und damit war das potentiell Unendliche als
nie endender Vorgang in der Mathematik nicht mehr wegzudenken. Mit der Auffassung eines Bruches wie
1/3 als unendliche Dezimalzahl kam das aktual Unendliche als ein gegebenes, vollendetes Unendliches,
Griffbereites hinzu. Hier sind die reellen Zahlen zu erwihnen, die theoretische Berechnungen mit unbe-
grenzter Genauigkeit ermoglichen, sowie die darauf aufbauenden math. Theorien (Analysis, Funktionen-
theorie, Variationsrechnung, usw.) Mit ihnen bleiben in den Naturwissenschaften hinsichtlich der math.
Bearbeitungsmoglichkeiten keine Wiinsche offen.

Der Bereich der natiirlichen Zahlen N (z.B.) ist virtuell, er existiert nur in unserem Geist.



Die Zahlen aus N bilden eine unendliche Kette aufeinanderfolgender Elemente. Die gleiche Struktur ist
bei den unendlichen Mengen der geraden Zahlen, der ungeraden Zahlen und den Quadratzahlen
anzutreffen. Diese Mengen sind abzdhlbar. Fiir die Menge der reellen Zahlen R gilt das nicht. Obwohl
auch unendlich, ist diese Menge von komplizierterer Struktur (iiberabzéhlbar, von gréBerer Méchtigkeit).
Georg Cantor 1845-1918 prézisierte den Gedanken des Vergleichens von unendlichen Mengen. Seine
mengentheoretischen Begriffsbildungen und Entdeckungen, fiir viele zeitgendssische Mathematiker
anfinglich verstorend, gehdren zum Fundament der modernen Mathematik.
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