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+ Potenzgerade

C
Fiir das Dreieck AM; MyC' gibt es genau eine Gerade g,
die durch C verlauft und senkrecht auf M; M, steht.
Ein Punkt P liegt genau dann auf g, falls gilt: 1

M P - r? = MLP° — ra  sog. Potenzbedingung

P

T2

Sei P € ¢g. Aquivalent zur Bedingung ist: M, D
MD’+DP’— (MD’+DC?) = MyD +DP — (M;D’ { DC°)
0=20
g

Wird P horizontal verschoben, so wird eine Seite der
Potenzbedingung gréfer, die andere kleiner. Gleich-
heit besteht dann nicht mehr.

Dies erinnert an den Nachweis der Umkehrung des
Satzes von Pythagoras. Punkt C' wird in der Héhe
variiert und die Summe der Kathetenquadrate

M>

wird grofler, bzw. kleiner. M,

Alternativ konnen Koordinaten eingefiithrt werden,
so dass ¢ auf der y-Achse liegt. P(x | y) erfiillt genau
dann die Potenzbedingung, wenn x = 0 ist.

M,

Die Potenzgerade g tritt beim Schnitt von Kreisen auf.

M>



,

LK

a

gs

Die Potenzgeraden schneiden sich in einem Punkt.

g1 und g5 schneiden sich in S, dann gilt:
MS*— 1?2 = M5 — 12
MS =12 = MLS 12

—
M5 =12 = MLS 12

= S €g;

Dies Vorgehen erinnert an den Nachweis, dass sich die Mittelsenkrechten
bzw. die Winkelhalbierenden eines Dreiecks in einem Punkt schneiden.

T © Roolfs




+ Potenzgerade

15

T2

T

(&1

M

M P 2 r? = MyP . r2 <= T\P=T,P gleichlange Tangentenabschnitte

Mit den Ortsvektoren p, mq, mo der Punkte P, M;, M5 heifit das:

(F=min)? —ri= (= mg)* =13 <= 20 (rp — 1) — (M3 —mi] +r{ —rj) =0

Die Umformung ergibt eine Normalengleichung einer Geraden, auf der miy — 7 als Normalenvektor
senkrecht steht. Fiir die Hessesche Normalenform ist durch 2|y — ;| = 2d zu dividieren.

Fiir die Berechnung von M, L (siche hier, beachte —\) wird m, zweckméBigerweise in die linke

d?+r}—

[ 2
Gleichung in der Form ... /2d = 0 eingesetzt, Ergebnis M;L = 5 2 d = | My, M.


http://groolfs.de/Vektorpdf/AbstandPunktEbene.pdf

+ Konstruktion der Potenzgeraden

M.

G\

0
D@

Die Potenzgeraden dreier Kreise schneiden sich in einem Punkt, falls die Mittelpunkte der Kreise
nicht auf einer Geraden liegen. Diese Eigenschaft gibt die Moglichkeit, die Potenzgerade von zwei
sich nicht schneidenden Kreisen zeichnerisch zu bestimmen: Man zeichne einen dritten Kreis, der
die gegebenen Kreise schneidet. Damit lassen sich zwei Potenzgeraden (orange) zeichnen. Die
Lotgerade zu M; M, durch den Schnittpunkt S ist die gesuchte Potenzgerade.

T © Roolfs




+ Orthogonales Kreisbiischel

Zu einem (beliebigen) Punkt auf dem Kreis um M, wird die Tangente gezeichnet.
Der Kreis um den Schnittpunkt mit der Potenzgerade durch den Beriihrpunkt schneidet die
Kreise um M; und M, rechtwinklig.

T (© Roolfs



+ Gemeinsame Punkte des orthogonalen Kreisbiischels

Das Koordinatensystem sei so gewéhlt, dass M; und M, auf der z-Achse liegen
und die Potenzgerade auf der y-Achse. Ein Kreis des Biischels ist durch den yo-Wert festgelegt,
der Radius r kann berechnet werden.

Yo

d = MM,
2 2 .2
dy = ML = Wiég% bekannt siehe Potenzgerade
&= B+

2 _ 2 2 2
e =di+y;— 1

4 (y—y)? = di+y2 —ri K Kreisgleichung
2?2 = d2—1? Schnitt mit der z-Achse, y = 0
Tijp = £y/d? —r} =+£PL Die Schnittstellen sind unabhingig von yq.



+ Satz von Brianchon 1783-1864

In jedem einem Kreis umbeschriebenen Sechseck (Tangentensechseck) schneiden sich die Diagonalen,
die gegeniiberliegende Eckpunkte des Sechsecks verbinden, in einem gemeinsamen Punkt.

Beweisidee

Die Diagonalen sind die Potenzlinien dreier Kreise.

Fiir ihre Konstruktion werden die Sechseckseiten verldngert.

Fiir jeden Eckpunkt sind jeweils die Entfernungen zu den beiden
néchstliegenden, tangentialen Beriihrpunkten gleich.

T © Roolfs




Zu den sechs Berithrpunkten A, B, C, ... werden die Punkte A’, B’, C', ... so gewéhlt,

dass AA’=BB' =C(C"=... gilt. Damit folgt Q1 A’ = QB’, d.h. ; liegt auf der
Potenzgeraden der Kreise K7 und Ks, Gleiches gilt fiir ()5 und Entsprechendes fiir die iibrigen
Kreispaare (K7, K3) und (K3, K3).

8



+ Kreis und Winkel

Gegeniiberliegende Winkel im Sehnenviereck

%’

N

T L8

2(a+ B) 4+ 2(y +6) = 360°
(a+B)+ (v +0) = 180°

ergdnzen sich zu 180°.

Aussage etwas abgewandelt Q

<

T Umfangswinkelsatz


http://groolfs.de/klasse7pdf/Umfangswinkelsatz.pdf

Damit kann leicht begriindet werden:

+ Zusammenhang Kreise/parallele Geraden

Die Kreise haben die gemeinsame Sehne AB.
Ihre Schnittpunkte mit den Dreiecksgeraden (blau) definieren parallele Geraden.

10



+ Satz von Pascal 1623-1662

Verldngert man in einem Sehnensechseck eines Kreises je zwei gegeniiber-
liegende Seiten bis zum Schnitt, so liegen die Schnittpunkte auf einer Geraden.

B
N,

Ay

V)

9=

11



Beweisidee van Yzeren, 1993

Die grau gefarbten Dreiecke gehen durch Streckung am Zentrum P,

auseinander hervor. Fiir die Konstruktion des kleineren Dreiecks

wird der Umkreis des Dreiecks A Ay Py A benotigt. Zu zeigen:

Die Dreiecksseiten verlaufen paarweise parallel zueinander.

Das kann durch dreimalige Anwendung des Zusammenhangs Kreise/parallele Geraden
unmittelbar nachgewiesen werden. Es verlaufen drei Geradenpaare durch A; und As.

Ein Paar zusétzlich durch Py, eines (blau) zusétzlich durch Ps, der Schnittpunkt des dritten
Paares liegt links oben auflerhalb der Abbildung.

/]\

12






+ Spiegelung am Kreis, Inversion

Die Inversion ist rotationssymmetrisch und involutorisch (selbstinvers).
Das Auflere des Kreises wird auf das Innere abgebildet und umgekehrt. R? = MP - MP’

MP = R?/MP

Fiir R=1und = = (”’5) gilt fiir die Abbildung;:

r — ‘w‘l‘w‘ (z) = x2iy2 (5) Der Einheitsvektor von @ wird mit 1/|x| multipliziert.

14



1+ Spiegelung am Kreis/Spiegelung an einer Geraden

A
R
) P’ ——r
1
OP-OP' = R?
(R+h)-(R+h) = R? |OP=R+h
RZ
!/
(R+h) = 2T

—R_he Ltp2odgs
= Rht h? = gt [~

J/

Reihe alternierend, Summanden streben gegen null, Intervallschachtelung

Wenn sich P in Richtung Kreis bewegt, gleichen sich die Abstande von P und P’ zum Kreis an.
Fiir hinreichend kleines h sind Spiegelung am Kreis und Spiegelung an einer Geraden (Kreis mit
unendlich grofem Radius) nahezu identisch.

15



+ Inversion im Komplexen z — 1/Z

Fiir das Verstandnis der Abbildung:

Bei der Multiplikation komplexer Zahlen werden die Betrige multipliziert und die Winkel
addiert. Die Konjugation z = x 4+ yt — Z = x — yt ist eine Spiegelung an der x-Achse.

2 _
Mit z=2x+yt e Cgilt: 2z — z’z%zREl inyQ :%, Zz=1
2
Fiir einen Kreis um ¢ mit dem Radius R gilt: 2z — z’:c—i-zfic, () —¢)(z — ¢) = R?

Fiir z # 0 existiert w = 1/z.

w = 1 1 . T —yi . T B y i
Tz mtyi o (ztyi)(ztyd) T oat4y? at+y?

16



+ Abbildung eines Kreises

R2

r — 5 5
x2+y2

Wir suchen das Bild vom Kreis (z — 8)% + y? = 9, allgemein (x —m)? + y? = r%
Da das Bild gleichzeitig auch Urbild ist, erhalten wir:
R2x 2 R2y 2
(x2+y2 -8)"+ (x2+y2)

2. .o 256 256 _

=9 | Klammern auflésen, - (2% + 3?)

128 48
(e—F) +v* = ()

=7 allgemein

Die Schnittstellen von k: (z —m)? 4+ y* = r? mit der z-Achse sind nyjs = m =%,
/

/
Ny —n
sie werden auf n/,, = i abgebildet. Der Radius von &’ ist somit r* = 2_1
127 m+r 2
I
. . . ny+ng
und die z-Koordinate des Mittelpunkts m* = 5 -

Die Mittelpunkte sind nicht invers zueinander.

17



(22 +y2)(=m? + r?) + 2R*mz = R*
Mit —m? +1r? =0, d.h. m = r, der Kreis verliuft durch den Ursprung, erhalten

- R . 16 8
wir die Gerade x = 27ﬂ,hlerx— 53 = 3

Eine Gerade, die nicht durch den Ursprung verlauft, wird auf einen Kreis abgebildet,
der den Ursprung enthalt.

T © Roolfs
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+ Geometrische Begriindung Gerade — Kreis

Strebt ) auf der Geraden g gegen Unendlich, so strebt sein Bild gegen O.

P’ hat den maximalen Abstand zu O, da P den kleinsten Abstand zu O hat.

Um zu zeigen, dass das Bild von ¢ ein Kreis ist, also der Thaleskreis iiber OF”,

ist fiir jeden Punkt @) auf g nachzuweisen, dass das Dreieck AOP'Q)" rechtwinklig ist.

Die Dreiecke AOP'Q" und AOQP sind dhnlich, da sie bereits einen gemeinsamen Winkel
und gleiche Streckenverhéltnisse haben:

0Q-0Q = R*=0P-OF

oQ’ oP

orP  0Q

19



+ Geometrische Begriindung Kreis — Kreis

OP' -OP = 05 -0S Inversion
OP -0Q" = 05 -0OR Sekantensatz
OP _ 0OS 57 1| DG
OQI_ORI7 QRHPS
0Q" - 0@ = OR'-OR Inversion
OQ' -OP = OR -05 Sekantensatz
0Q _ OR  FHiai | oP
OP' - 0S"’ PS || QR

Damit sind die beiden Sehnenvierecke dhnlich
und die Winkel (hier auf dem Thaleskreis) sind gleich.

+ Inversion an einer Kugel

Die Ubertragung der Inversion von der Ebene auf den Raum liegt nahe. Drehen wir die
letzten beiden Figuren im Raum um die Symmetrieachse (hier z-Achse), so wird aus dem
Inversionskreis eine Inversionskugel und wir erkennen: Eine Kugel und eine Ebene gehen
durch Inversion in eine Kugel oder eine Ebene {iber. Jeder im Raum liegende Kreis kann als
Schnitt zweier Kugeln angesehen werden, so dass auch Kreise in Kreise iibergehen.

Dieses Ergebnis ist fiir die stereographische Projektion von Belang, die als Inversion an einer
Kugel aufgefasst werden kann.

20



+ Die Inversion ist winkeltreu.

Die Inversion bildet Winkel zwischen Kurven auf gleichgrofle Winkel zwischen den Bildern

der Kurven ab. Hierzu betrachten wir zunéichst zwei Geraden, von denen eine durch den Ursprung
verlduft, somit auf sich selbst abgebildet wird, h = A/, und den Winkel « einschliefen. Der
Bildkreis (Tangente) und die Bildgerade schlieBen den Winkel /5 ein.

Wir hatten gesehen, dass die Dreiecke AM P'Q)" und AM@QP &hnlich sind.

Beide haben einen gemeinsamen Winkel a.

(Die Ahnlichkeit liegt auch mit einem beliebigen Punkt P auf g vor.)

Aus dem Tangentenwinkelsatz (o + v = 90°, o = 90° — v, f = 90° — ) folgt a = .

an

g2

Die Winkel(grofien) o und /7 bleiben bei der Invasion erhalten, also auch a +

21



+ Kreise, die auf sich abgebildet werden

Ein Kreis k, der zum Inversionskreis orthogonal ist, wird auf sich abgebildet.

Die Ursprungsgeraden g; und g» sowie die Beriithrpunkte werden jeweils auf sich abgebildet.
Bei der Inversion bleibt die Beriihreigenschaft erhalten. k&’ verlauft also durch die
Beriihrpunkte und die Ursprungsgeraden verlaufen tangential zu k’. k' ist daher k.

22



+ Inversion und Erhaltung der Symmetrie, Symmetrieprinzip

P und P’ sind hinsichtlich der Spiegelung an K symmetrisch. Der Inversionspunkt von P
kann auch mit orthogonalen Kreisen konstruiert werden, da sie auf sich abgebildet werden.
Wird diese Figur an L invertiert, geht K in eine Gerade iiber, beziiglich der die Bildkreise
(blau gezeichnet) mit den Schnittpunkten @ und @’ spiegelsymmetrisch sind.

23



+ Kreiskette

~
\
A \
\ /
N\
/ .
\
\
\ //
N\
/ .
\
\
\ //
N\
/ .
\
\
\ /
N\
/ .
\
\
\ //
N\
/ .
\
\
\ /
N\
/ .
\
\
\ //
N\ /

Hinweis zur Anfertigung

g verldauft durch den Mittelpunkt von k.
Mit den Bildern der Schnittpunkte von g und k
werden Mittelpunkt und Radius von &' ermittelt.

24



+ Problem des Apollonios

Gesucht ist ein Kreis, der drei Kreise beriihrt, innen oder auflen.
Von den acht Moglichkeiten sind sechs abgebildet.

25



+ Problem des Apollonios

Wenn zwei Kreise sich beriihren, kann ein Inversionskreis gefunden werden, der zwei
Kreise in Geraden und den dritten Kreis auf sich abbildet. Fiir die drei Bilder wird ein
Kreis k konstruiert (leicht, siehe Abbildung), der diese beriihrt. Schlussendlich wird
dieser Kreis invertiert.

26



+ Problem des Apollonios

Im allgemeinen Fall werden die Radien der Kreise soweit vergréfert, bis zwei Kreise sich
beriihren. Der Radius des Losungskreises wird dann im gleichen Mafle vergrofiert.

27



+ Abstande

Welche Beziehung besteht bei einer Inversion zwischen den Abstéinden AB und A’B’?
A

15 — AB &2
0OA-OB

Die Dreiecke AOBA und AOA’'B’ sind ahnlich, da sie bereits einen gemeinsamen Winkel
und gleiche Streckenverhéltnisse haben:

OA-OA' = R*=0B-0B'

oA _ OB

OB’ ~— OA

AB _ OA YO .

=5 = o5 Ahnlichkeit

AR — AR 98 4 OB :

A'B' = AB 5= |mit OB erweitern
=5 R 2 _AR.R

28



+ Satz von Ptoleméaus

Die Ecken eines Vierecks ABC'D liegen auf einem Kreis.
Dann gilt: AC-BD = AB-CD+ AD - BC.

Nach geeigneter Inversion wird der Kreis auf eine Gerade abgebildet.

stark vergrofert

A a Db ¢ B

AD =a, DC'=b, OB =c.

_ AB-CD + AD-BC _ AB-CD , AD-BC .
1= 0. 5D = === t5=5 7ZU zeigen

= ﬁ:g:ggi + ﬁig,/g,/g: R? und die Nenner heben sich simtlich auf.

(a+b+c)b+ac
— (a+b)(b+c)

ab+b>+bc+ac 1
ab+b%24+ac+bec

29



+ Geschlossene Kreiskette

Die Beriihrungspunkte der Kreise liegen auf einem Kreis.

o
G

Bei einer geeigneten Inversion mit Zentrum in O werden
die Kreise wie rechts abgebildet. Der orange gefarbte Kreis
verlauft durch O, A und C. Zu zeigen ist, dass auch der
Beriihrpunkt B auf dem Kreis liegt, d.h. dass B auf der
Geraden durch A und C liegt. Das diirfte offensichtlich sein
(ahnliche Dreiecke usw.).

Die Lagebezichung bleibt erhalten, falls die Tangente durch
B parallel zu den Bildgeraden verléduft.

30



+ Inversor von Peaucellier 1864

Mit dieser Konstruktion aus Gelenkstangen kann eine Bewegung auf einem Kreisbogen in
eine Bewegung auf einer Geraden iiberfiihrt werden und umgekehrt. Der Inversor beruht auf
der Inversion am Kreis.

OP-OP' = (OM — MP)(OM + MP)
— (OM — MP)(OM + MP)

= OM’ - MP’

— (OA® =A%) — (PA* - DAY
— OA’ - PA°

— 22— = R

31



+ Lemniskate von Bernoulli

2

Die Lemniskate a?(z? — y?) = (2 + y*)? ist die am Kreis um den Ursprung, Radius R = a,

invertierte Hyperbel 2% — y? = a2
2

Z Nachwei ird —
um Nachweis wir (Ly) x2+y2

<;§) in die Hyperbelgleichung eingesetzt.

32



+ Kardioide

Die Kardioide 4ay(z? + y?) = 4a®z* — (2* + y?)?, a = 4, ist die am Kreis um den Ursprung,

Radius R = 4, invertierte Kurve der Parabel y = ixQ -1

R2

22 2 (5) in die Parabelgleichung eingesetzt.

Zum Nachweis wird (x,y) —

33



+ Inversion einer Ellipse

34



+ Mobiustransformation z — 4

Abbildung eines Quadratgitters
(nur Ausschnitt abgebildet)

Eine Mobiustransformation (Zahler und Nenner mit unterschiedlichen Nullstellen,

d.h. ad # be) ist die Hintereinanderausfithrung einer linearen Funktion (Drehstreckung und
Verschiebung), einer Reziprokfunktion (Inversion und Spiegelung an der x-Achse) und einer
weiteren linearen Funktion:

a-(cz—l—d)—a—cd +b

_az+b ¢
w= cz+d cz+d
_a —ad+bc 1
T oc + c cz+d

_ bc—ad

z—>w1:cz+d—>w2:w%—>w p

a
- Wo + <
Neben der Translation z — z + d ist auch eine Drehstreckung 2z — ¢z kreistreu, siehe
Abbildung Streckung. Daher gilt: Die Mobius-Transformation bildet Kreise und Geraden
(verallgemeinerte Kreise) wieder auf Kreise oder Geraden ab.

Die Streckung ist ein Zoomen.
A

Zusammengefasst:
26

pe
z—>z+a+ﬁ, a,eC, p,feR

Fiir eine normierte Darstellung gilt A = ad — bc = 1. Das ist

mit einer Division jedes Summanden durch v/ A zu erreichen

. . . _az+b _a 1
und ergibt die Vereinfachung w = -~ Yd = ¢ T detd)

35



Fiir eine Mébiustransformation 7'(z) =

a)
b)

c)
d)

h)

+ Eigenschaften der Mobiustransformation

az+b
cz+d’

ad # be, C* — C* = CU{oo} gilt:

T(—Q) =0, T(—d) =00, T(0) =2 (Division von Zihler und Nenner durch z)
a Cc Cc
dz—b

a—cz’

b b
My(z) = D2Eb -y (z) = 222the

(aga1+bacy)z+ (azbi+bady)
(02a1+d201)z —+ (Cgb1+d2d1)

T ist bijektiv, Umkehrabbildung 77!(2) =

Die Mobiustransformationen bilden eine Gruppe, Ms o M;(z) =

T'(z) hat (auBer der Identitét) einen oder zwei Fixpunkte.

(a—d)£+/(a—d)?+4bc
2c )

Der Ansatz T'(z) = z fithrt zu einer quadratischen Gleichung, 2,5 =

Seien 21, 29, 23 € C* und wy, we, ws € C* paarweise verschieden, dann gibt es
genau eine Mobiustransformation mit z; — wq, 29 — wa, 23 — w3.

w — W1 zZ—Z1

Hierzu ist die Dreipunkteformel —2 — =2 pach w umzustellen.
w3 — W1 zZ3— 21
w3 — w2 Z3 — 22

Wird z; rechts eingesetzt, so besteht Gleichheit nur fiir w; auf der linken Seite.

Bildet auch M die Punkte auf die Bildpunkte ab, so hat M ~! o T' drei Fixpunkte
M1 oT(z) = z und ist somit die Identitit. Hieraus folgt 7' = M.

Wird ein Kreis A auf einen Kreis B abgebildet, so wird entweder das Aufere oder das
Innere von A auf das Innere von B abgebildet. Die gegenteilige Situation kann durch
Vertauschen der Bildpunkte, siehe e), hergestellt werden.

% fir 2€C,z# —d/c
T(z) = 00 z# —d/c

a/c z=oound c#0

00 z=oound c=0

T ist eine Bijektion <= ac—bd # 0

Die Transformation ist konform (Winkel und Orientierung bleiben erhalten).
Die Inversion (Spiegelung am Kreis) ist antikonform, z — 1/z ist konform.

\ konform antikonform

36



4+ Orientierung

Die Aufeinanderfolge z1, 2o, 23 ist hier in Ubereinstimmung mit der negativen Orientierung des
Randes (im Uhrzeigersinn, Fliache liegt rechts). Das trifft dann auch fiir die Bilder wy, wq, w3 der
Reziprokfunktion w = 1/z zu. Die Kreisspiegelung bildet dann das Innere eines Kreises auf das
Innere des Bildkreises ab, desgleichen die komplexe Konjugation. Eine Mobiustransformation 7'
(sie kann neben der Reziprokfunktion noch Translationen und eine Drehung enthalten) bildet
mit z; — wy, 29 — Wy, 23 — ws die Kreisflache C' auf C ab.

Wie kann C' auf das AuBere von € (mit Rand) abgebildet werden?
2

T wird mit der Reziprokfunktion w — w' =m + , von C (Mittelpunkt m, Radius r)

z—m
verkettet, die das Innere nach auflen kehrt.

alternativ
Man ermittle die Mobiustransformation zu (z.B.) z; — wa, 20 — wy, 23 — ws.

Y
w
le
w
W3 2

Fiir die Aufeinanderfolge ws, wy, w3 liegt die Bildfldche rechts.

Die Reziprokfuntion w = 1/z bildet das Innere des Einheitskreises £ auf das Komplement von
E ab. Die Aufeinanderfolge 21, 2o, 23 von Punkten auf E geht iiber in Z7, Z3, Z3 mit gednderter
Orientierung in Bezug auf F.
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+ Mobiustransformation ermitteln

1. Gesucht ist die Mobiustransformation mit 7'(1) =2, T(—1) =0, T(0) = 1.

w—wq z2—2 w—1 z—1

w—wy  Z—2z  _w _z+1 - o i(z+1)
ws—wi . z3—z1 . 1—4 . —1 w="T(z) = 2—i)z+i
w3 — Wo 23— 29 1 1

2. Gesucht ist die Mobiustransformation mit 7(0) = —1, T'(1) = —12, T(c0) = 1.

/
T(z) = Z;—:g. Wir dividieren Z#hler und Nenner durch a. T'(z) = %

Mit T'(c0) = 1 folgt % =1,d=1

T(0) = —1 ergibt V¥ = —d’, insgesamt erhalten wir 7'(z) = poa

—_— / ?
T(1) = —i bedeutet %Tg, =—i,d = }j: =14 (erweitern, bin. Formeln).

SchlieBlich erhalten wir: T'(z) = 2_7_:

3. Gesucht ist die Mobiustransformation w = T'(z), die den Kreis |z| = 2 auf den Kreis
|w + 1] = 1 abbildet mit 7'(—2) = 0 und 7'(0) = 4.

A 025 = 00 A
2,
> .
14 T \ff{fwgzz
N
wg/O\
/ N
1 i 2 -l w1 g
-1+
-2

2o = 0 und 23 = oo liegen symmetrisch zu |z| = 2. Daher miissen die Bilder wy = ¢ und
wy = T'(c0) symmetrisch zu |w+1| =1 liegen. Aus (wy+1)(w;3 + 1) =1 folgt w3 = §(—1+1).
Eine Mobiustransformation erhélt die 1T Symmetrie.

Mit der Dreipunkteformel erhalten wir

w—w Z—2 w—0 z+2 as00

w—wy  z—zy  w—1 _ z—0 . o z+2
wy—wi ~ z—z  w3—0 T 23427 w = (Z)—_(l—i—i)z—i—%
w3z — W2 Z3 — 29 ’LU3*’L' 2370
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4. Gesucht ist die Mobiustransformation w = T'(z), die die obere Halbebene Im(z
die Kreisscheibe |w| < 1 abbildet und einen gegebenen Punkt z; mit Im(z1) >

+ Mobiustransformation ermitteln

o 21

Y

Wegen der Erhaltung der Symmetrie muss z; auf co abgebildet werden.

Moglich ist w = ~—

<1

und mit einer Drehung um den Ursprung: w = ¢

) > 0 auf
0 auf wy; = 0.
A oo
2,
-2 \ﬁwl/l T
2—2] =1

z—z1’

5. Gesucht ist die Mobiustransformation w = T'(z), die die Kreisscheibe durch z1, z; und z3

auf die untere Halbebene Im(z) < 0 abbildet.

Fiir eine Mobiustransformation mit z; — w; =0, 20 — wy =00, 23 > w3 =1

1A

ergibt die linke Seite der Dreipunkteformel miihelos w.

w — W1 zZ—Z1
w — W zZ—Z9
w3—wy . Z3—21
w3 — Wz 23 — 22

:w’

w :T(Z) — zZ—Z1 . zZ3 — k9

Z—2Z9 Z3— 21

Mit wy, wsy, ws liegt die gleiche Orientierung wie mit 2y, 2o, 23 vor, die Flache liegt links

p liegt genau dann auf dem Kreis C'; wenn Im7'(p) = 0.
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+ Mobiustransformation ermitteln

6. Gesucht ist die Mobiustransformation w = T'(2), die die Einheitskreisscheibe
durch z1, 2o und z3 auf sich abbildet.

1/a

Eine Mobiustransformation 7' ist durch die Bilder von 21, zound 23 eindeutig festgelegt.
Da diese Bilder auf dem Kreis liegen, reichen drei reelle Zahlen fiir ihre Angabe aus.

Nehmen wir an, a wird auf 0 abgebildet. 1/a ist in Bezug auf C' symmetrisch zu a.
Nach dem Symmetrieprinzip sind 7'(a) = 0 und 7'(1/a) symmetrisch in Bezug auf C'= C.
Mit T'(1/a) = oo und im Zusammenhang mit einer Drehung um den Ursprung gelangen wir zu

w=T(z) = etr=—4 beachte T hat 3 Freiheitsgerade.

az—1

Dieses Ergebnis kann durch Nachrechnen bestétigt werden.
Sei |22 =2z =1.

=0

T(2)2 = T(x)T(z) = £=0 . 2=8 _ l-za—aztas _

az—1 az—1 aa—az—az+1

Sei |z| < 1. (a wird auf 0 abgebildet, somit wird die Kreisscheibe auf sich abgebildet.)

—_ 2 (o _ 2
0<|TG)2 =T(ETE) = 2. 22 _ Bl —(Eata)tld”

_ (1—|z*)(1—|al?)
az—1 az—1 = |a|?*|2]?—(@z+aZ)+1

T PP —(@sran 41 < 1 Wwel

)

la| <1 und 1 — (a@z + aZz) + |a?*|z]* = |1 — @z|* > 0,
Bruch ist pos.

Zu je zwei inneren Punkten a und b der Einheitskreisscheibe gibt es eine Mébiustransformation 7°
mit 7'(a) = b.

T =T," oT, mit Ty(z) = Z=% und Tj(z) = =2 bildet a auf b ab.

az bz —
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+ Geometrische Bedeutung von T,(z) = 2

Mit einer Spiegelung an einem orthogonalen Kreis K wird C' auf sich abgebildet
und fiir welchen Kreis K zusétzlich a auf 07

a und 1/@ sind beziiglich C' symmetrisch und nach dem Symmetrieprinzip sind es auch die
Bilder @' und (1/a)" beziiglich K. Damit o’ = 0 ist, muss (1/a)’ = oo sein und das trifft nur fir
den Mittelpunkt von K zu, somit ist m = 1/a. Wir erhalten T, die Spiegelung an K mit der
Spiegelung an g verkniipft,

Ersichtlich: 0" = a und die Schnittpunkte von g mit K sind die Fixpunkte der Abbildung.
Das Bild eines Kreises um einen Fixpunkt enthélt den Fixpunkt.

1++/1—aa
Fixpunkte &2 = Taa

Tipp

Mit GeoGebra koénnen fiir eine komplexe Funktion miihelos Punkt und Bildpunkt dargestellt
werden. z; = a + b, T'(z) und T'(z;) sind einzugeben, @ = konjugiere(a). z; wird als Punkt
variiert.
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+ Veranschaulichung

Zur Veranschaulichung einer komplexer Funktion kann das Bild eines Gitters erzeugt werden.
Hier betrachten wir zu den beiden Fixpunkten &;, & einer Mobiustransformation 7' die Schar C
der Kreise durch die beiden Punkte und die Schar C5 der dazu orthogonalen Kreise, die jeweils
einen Fixpunkt enthalten. T bildet sowohl die Schar C; als auch C5 auf sich ab.

Fiir die Abbildung wurde eine Auswahl getroffen, so dass T" die Figur F; auf sich abbildet.

Um zu erkennen, dass es fiir eine Mobiustransformation grundsétzlich nur wenige Moglichkeiten
gibt, die von den Kreisen begrenzten Flidchen zu transformieren, wenden wir auf F; die

z— €1
z— €2
Figur F5, in der sich das Transformationsverhalten von T widerspiegelt. In Fy wird es durch die

einfache Form von T sichtbar. T entspricht auf F, der Mébiustransformation 7% = F o T o F 71,

Mébiustransformation F(z) = an, die & nach 0 und &, nach oo iiberfiihrt, und erhalten die

T*(z):gj—idb:mz, m e C

beachte: 0 ist Fixpunkt, daher b = 0,
oo ist Fixpunkt, daher ¢ = 0.

T* ist somit eine Drehung (7 elliptisch),
eine Streckung (7" hyperbolisch) ?%

oder eine Drehstreckung (7" loxodromisch).
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| o o i i %:; i i
| »

loxodromisch, gr. loxos schief, dromos Lauf

Ein Fixpunkt ist anziehend,

der andere abstoflend.
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+ Berechnung des Multiplikators m

m verdndert sich nach 1/m, wenn & nach oo und &; nach 0 iiberfithrt werden.

T = FoToF!
T oF = FoT

z=& _ T(z)—¢ z—¢
mo—g = Te s ¢ PR =g
1 2=&6  T(R)-&
m z=&  T()-& 0
_az+b _ atb/z _
T(z) = cz+d ~ c+d/z’ T(o0) = ajc
2z = 00 in * eingesetzt, ergibt m = Z:—gg.

m ist Losung der Gleichung /m + ﬁ =a+d, T wird als normiert vorausgesetzt, det[T] = 1.

Zum Nachweis werden Matrizen verwendet, [T] = [ (Z Z }

det[T*] = det[F]det[T|det[F]~' = det|[T] Mit T ist T* normiert.
T*(z) = mz
1 m 0] vm 0
Tl=7Z10 1|7] 0 yvm
Spur[T*] = /m + Lm = Spur ([F][T][F]™") = Spwr([F][F]'[T]) =a+d 0

Fiir die Gleichung \/ﬁ—i—ﬁ =a+d gilt m:%[(a—l—d)i (a +d)2—4].

Zu beachten ist, dass mit m; auch my = 1/m; eine Losung ist, myms = 1.

Eine normierte Mobiustransformation ist:

elliptisch falls a+d € R und |a+d| <2 |m|*> = mm = 1, beachte m = 1/m
hyperbolisch a+d €R und |a+d| > 2 m € R
loxodromisch a+deC\R |m|* = mm # 1, beachte m # 1/m

. . (a—d)£+/(a+d)?—4
parabolisch a+d= =42 1 Fixpunkt, &2 = e
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+ Alternatives Vorgehen

a—cé
m = —afcé.
(a—d)x£+/(a+d)?—4
5172 - 2c
—
a— [(a—d)—i— (a+d)2—4]
m =

NI N

[(a—d)—\/la+d)?—14]

a—

d) — d)?—4
_ EZid;-ﬁ- EZid;M |mit (@ + d) — \/(a + d)* — 4 erweitern,

Nenner vereinfachen und die Wurzel ziehen

v = 3[(a+d) —/la+d?—4]

FﬁrdieGleichung\/ﬁJrﬁ:ade gilt \/m—m:%[(a—i-d):l: (a+d)? —4].

T+ % = u besitzt die Losung x; 0 = % [u + Vu? — 4}.

Zu beachten ist, dass mit m; auch my = 1/m; eine Losung ist, myms = 1.

Eine normierte Mobiustransformation ist:

elliptisch falls a+d € R und |a+d| <2 |m|*> = mm = 1, beachte m = 1/m
hyperbolisch a+d €R und |a+d| > 2 m € R
loxodromisch a+deC\R |m|* = mm # 1, beachte m # 1/m

. . (a—d)++/(a+d)?—4
parabolisch a+d= =42 1 Fixpunkt, &2 = e

Der Multiplikator m beschreibt die lokale Wirkung von 7' in einer infinitesimalen Umgebung
(je kleiner umso genauer) eines Fixpunktes. Bei einer elliptischen Transformation ist es mit

m = € eine Drehung um den einen Fixpunkt mit dem Winkel ¢ und mit 1/m = e~ eine
entgegengesetzte Drehung um den anderen Fixpunkt mit dem Winkel —¢, \/m = /2.

Bei einer hyperbolischen Transformation ist es mit m > 1 eine Streckung mit dem einen Fix-
punkt als Zentrum und mit 1/m < 1 eine Stauchung (Kontraktion) mit dem anderen Fixpunkt
als Zentrum. Eine loxodromische Transformation ist die Verkettung einer elliptischen und einer
hyperbolischen Transformation.
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+ Parabolische Transformation

Eine parabolische Mobiustransformation 7" hat nur einen Fixpunkt £. Die durch £ verlaufenden
Kreise (benachbarte sind orthogonal) werden mit F'(z) = ﬁ (¢ wird nach oo iiberfiihrt) auf
ein orthogonales Gitter paralleler Geraden abgebildet. F' induziert auf dem Gitter die Abbildung
T* = FoT o F~1 Da oo der einzige Fixpunkt von T* ist, kann es sich nur um eine Translation
T* = z 4+t handeln. Fiir ¢ gilt:

T = FoToF!

T oF = FoT
L—I—t _ 1
z—¢ T T(2) ¢

Ist T(z) = % normiert und parabolisch, so lautet mit a + d = £2 der Fixpunkt & = a2_ d
Mit T'(co0) = a/c folgt t = —L _ — 4¢ mit dem beliebig gewiihlten Vorzeichen von (a+0b).

afc—§&
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+ Mobiustranstormation iteriert

Beispiel fir f(f(...f(2)...))

(Da ein Kreis auf einen Kreis abgebildet wird, reichen jeweils drei Bildpunkte,
mit denen der Bildkreis erstellt wird.)

Die Kreise ziehen sich hier auf einen Fixpunkt zusammen.
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+a, a” ', b, b1 iteriert

blaka)) )

a: kqa — k, Das AuBere von ks wird auf das Innere von k, abgebildet, a(k,), a(k), a(kp) C ka,
die Umkehrfunktion A bildet dann das AuBere von k, auf das Innere von k4 ab.

. N 214tz 42 1N 12 —2143z2
—2-i—=1, 1= —i— 5+, a(z) = 31 i40s (z2) = A(z) = 17i—2-
b: kg — ky, Das AuBere von kg wird auf das Innere von k;, abgebildet, b(k,), b(ky), b(ka) C ks,
die Umkehrfunktion B bildet dann das AuBere von k, auf das Innere von kg ab.

1 8. 2z 1+4i—5z2
—1—>2—z,—13+13z—>—z,z—>1, b(z) = %3,
 —1—43+2iz—2

b='(z) = B(z) = .

—5+21+3
Die zweite Iterationstufe (orange) ist nicht ganz vollstédndig abgebildet. e oe
Drei Kreise (wo?) sind aus der dritten Stufe.
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0. Stufe

1. Stufe

2. Stufe

3. Stufe aaa(ky)

baa(k,)
Baa(k,)

aba(k,)
bba(k,)
Aba(k,)

+a, a” ', b, b1 iteriert

aaa(ky)
baa(ky)
Baa(ky)

aba(ky)
bba(ky)
Aba(k:b)

BA(kg)

Q
3

o~
B

aaa(kp)
baa(kp)
Baa(kp)

aba(kp)
bba(kp)
Aba(k:B)

C kg

C ky

C kg

C kg

C alky) C ke
- b(kb) C ky
C B(kB) C kg
C alky) C ke
C blky) C Ky
C A(/{?a) C kg
C bka) C k
- A(kA) C ka
- B(/{?A) C ]{?B
C CL(]{?B) C k’a
C A(/{?B) C ]{?A

C B(kB) C kg

C aa(k,) C a(k,)
C ba(ky) C blk,)
C Ba(k,) C B(ks)

C ab(kb) C a(kb)
C bb(li]b) C b(kb)
C Ab(k’b) C A(/{?b)

Die Anzahl der Kreise verdreifacht sich von Stufe zu Stufe.
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+ Schottky-Gruppe

Die Schottky-Gruppe (Menge aller Nacheinanderausfithrungen) wird von {a, b, A und B} erzeugt.
Die dritte Iterationstufe ist nicht ganz vollstdandig abgebildet.

Fiir die Abbildung habe ich GeoGebra verwendet.

. ((21 — z3)(2 — z2)wz — (21 — 22)(2 — 23)w2)w1 — waws (22 — 23)(z — 21)
a(z) N (22 — z3)(2 — z1)w1 — (21 — 23)(2 — 22)wa + (21 — 22)(2 — 23)ws

Fiir a(z) gilt z1 — wy, 20 — wo, 23 = ws.

ail( ) = (23(21 — 22)wa — 22(21 — 23)ws + 221(22 — 23))w1 + (21(22 — 23)ws — 222(21 — 23) ) w2 + 223(21 — 22)ws

((21 — 2z9)wa + (23 — 21)ws + 2(22 — 23))11)1 + ((22 — z3)ws — z(z1 — 23))w2 + 2(z1 — 22)ws

20



+ Indras Perlen
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+ Stereographische Projektion

Die Ebene, in der die Gerade g und der Punkt NV liegen, schneidet die Kugel in einem Kreis.
Somit gilt: Das stereographische Bild einer Geraden ist ein Kreis auf der Kugel und umgekehrt.
Die Tangente an diesen Kreis in N ist parallel zur urspiinglichen Geraden.

Hieraus folgt, dass die stereographische Projektion Winkel erhélt.

Die Schnittwinkel der beiden Kreise sind aus Symmetriegriinden gleich.
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+ Stereographische Projektion als Inversion

vertikaler Schnitt

Fiir die stereographische Projektion P <+ P’ gilt:
NP NP =ON’(=R?)  Satz des Euklid

Diese Zentralprojektion bewirkt also das Gleiche wie eine Inversion an der Kugel K mit dem
Mittelpunkt N und dem Radius ON. Zur Kontrolle: Fiir die Inversion ist O ein Fixpunkt und

der Bildkreis verlduft durch N.
Kreise auf der Kugelfliche werden somit auf Kreise in der Bildebene projiziert.

Fiir die Variante der stereographischen Projektion, bei der die Projektionsebene durch den
Mittelpunkt der Projektionskugel verlauft, hat die Inversionskugel K den Radius N(@), da die
Gerade OP in einen Kreis mit dem Mittelpunkt NV {ibergeht und @) Fixpunkt ist.

vertikaler Schnitt




+ Stereographischer Zusammenhang

N(O[O]1)

Fiir die stereographische Projektion P <> @) ist die Frage zu beantworten:
Gegeben ist eine Kugel mit dem Mittelpunkt im Ursprung und dem Radius r = 1.

0 T
In welchem Punkt aufler N schneidet die Gerade g: & = (0) + A ( y) die Kugel |Z|= r?
1 -1

| 7| = /2?2 +y2 + 22 = /72, Durch Quadrieren erhalten wir die Kugelgleichung: 72 = r?

B0 -

(Az)2+ ()2 + (1= A2 =1
(22 +y>+ 1A =2\ = 0

A =0 fihrt zu N.
2

Schnittbedingung:

Ao = m fihrt zu
Q( 2x | 2y 11— 2
224y +1 " a2 4y2 41 2 +y241
x2—|—y2—1
w2 +y?+1

Weiter gilt: P ( 4 |

1-— 1 w

0 U
Hierzu ist lediglich der Schnitt der Geraden durch N und Q h: ¥ = (O) + A ( v )
w

mit der xy-Ebene zu betrachten. 1 -1

Werden die Punkte C(z |y | 0) in der zy-Ebene mit z = x + yi € C identifiziert, erhalten wir:

2Re(z) | 2Im(z) | |2|? 2| 5 1+w
Qlufvlw >_Q(\z|2+1 et | \z|2+1) (\z|2+1 | \z|2+1)’ Sy

o4

).



+ Stereographische Projektion und Inversion

0/0[1)

Ist z — w = f(z) eine Abbildung in C, so wird mit der stereographischen Projektion z — 2
durch Z — w eine Abbildung der Riemannschen Zahlenkugel C auf sich definiert.

Aufgrund der Grafik ist zu vermuten: Der Inversion am Einheitskreis in C entspricht bei der
stereographischen Projektion einer Spiegelung der Riemannschen Zahlenkugel an der xy-Ebene.

Zur Begriindung ist zu zeigen, dass der Punkt R der Inversionspunkt von P ist,

d.h. es muss gelten: OP - OR = 1. Die Dreiecke APNO und ASNQ sind #hnlich (o = 3,
Schenkel stehen senkrecht aufeinander), sowie ASNQ ~ ANRO (gleiche Winkel).

Aus APNO ~ ANRO folgt OP/1 =1/OR.

alternativ:

Die Gerade durch die Punkte P’ und N (die Inversion lautet (z,y) — m (x >)

y
0 /(@ + 2\ 12
0] +X|vy/(2%+v? =1
1 —1

2(2? +y? .. Ve
Ay = xQ(Jriyfii fithrt zu Q.

wird mit der Kugel geschnitten.

Schnittbedingung:

95



alternativ:
P und P’ sind hinsichtlich der Spiegelung am Einheitskreis und dann auch an der Riemann-

schen Zahlenkugel C symmetrisch. Die Uberlegung zur 1 Erhaltung der Symmetrie kann auf
den Raum iibertragen werden. Die Bilder von P und P’ bei der Spiegelung an der Kugel K
(siehe 1 Stereographische Projektion als Inversion ) sind dann symmetrisch beziiglich des Bildes

von C und das ist die Ebene C. Die Spiegelung von P anC ergibt 2

+ Ubertragung von z — 1/z auf C

z — 1/Z induziert eine Spiegelung der Riemannschen Zahlenkugel C an der xy-Ebene.
Offensichtlich gilt: Die Konjugation z — Z induziert eine Spiegelung von C an der vertikalen
Ebene, die durch die reelle z-Achse geht.

Die Hintereinanderausfithrung (es kommt nicht auf die Reihenfolge an) von Inversion und
Konjugation ergibt die Reziprokfunktion z — 1/z. Auf C ist das eine Doppelspiegelung an

senkrechten Ebenen durch die reelle Achse und das ist eine Drehung von C um die reelle Achse
mit dem Winkel 180°.
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+ Riemannsche Zahlenkugel (Einheitssphére)

o) =t 4 (~1/42 4 1/2)i

Mit der stereographischen Projektion kann das Verhalten einer Kurve fiir ¢ — oo mit einem Blick
erfasst werden. Die komplexe Ebene wurde um das Element oo ergénzt, das dem Nordpol auf der
Sphére entspricht. In C* wird naheliegend gemif é =0 und % = oo umgeformt. Das Symbol oo
wird somit zur Beschreibung eines Grenzprozesses als auch als eigenstdndiges Element verwendet.
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+ Rotation

Aus der Graphik ersehen wir:

Schneiden sich die Geraden g und h im Punkt O unter dem Winkel «, dann ist die Hinter-
einanderausfithrung der Spiegelungen an g und A eine Drehung um O mit dem Winkel 2a,
Sh o Sg = RQOO‘.

Zu beachten ist, dass sich die Drehung R%* mit einem beliebigen Geradenpaar, das durch O
verlauft und einen Winkel « einschliefit, als Doppelspiegelung darstellen ldsst.

Diese Uberlegung kann auf eine Kugel iibertragen werden.

Die Rotationsachse verlauft durch den Kugelmittelpunkt.

P wird an E; gespiegelt, das Bild P" an FEs.

Wenn die Ebenen den Winkel « einschlielen,

erfolgt die Rotation um die Schnittgerade mit dem Drehwinkel 2.
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+ Hintereinanderausfithrung von Rotationen

Wir untersuchen die Hintereinanderausfithrung R% o Rf; der Drehungen Rf; (Rotation um B,
Drehwinkel ) und R$. Hierzu stellen wir Rg als Doppelspiegelung an den Geraden g und h dar
(h verlduft durch A und B), sowie R]’; an den Geraden h und 7, dann gilt:

20R) =2S508,08,08,=58;08,
Das ist eine Drehung um C' mit dem Winkel o + 5.
Falls g und h parallel sind, fithren die Drehungen zu einer Translation.

Diese Uberlegung kann auf eine Kugel iibertragen werden.

Die Zusammensetzung zweier Spiegelungen ist immer eine Drehung.

Die Rotationsachsen verlaufen durch den Kugelmittelpunkt.

Die Rotation um p mit dem Winkel o und anschliefend um ¢ mit dem Winkel § ergibt eine
Rotation um r mit dem Winkel v =7 —2[7/2 — «/2 — /24 kD] = a + 8 — 2k D, siche
Winkelabweichung eines sphérischen Dreiecks.
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+ Drehung der Riemannschen Zahlenkugel

< y

Die Abbildung legt die Vermutung nahe:
Die Drehung der Zahlenkugel um ¢ induziert stereographisch eine elliptische M&biustrans-
formation deren Fixpunkte den Schnittpunkten der Drehachse mit der Kugel entsprechen.

Die Drehung der Kugel ist eine Doppelspiegelung an zwei Ebenen, die zwei Grolkreise fest-
legen. Die Spiegelung eines Punktes P ist der zweite Schnittpunkt von zwei zu einem Grofikreis
L orthogonalen Kreisen, die durch P verlaufen.

Da die stereographische Projektion Kreise und Winkel erhélt, geht die Spiegelung iiber in
eine Inversion am Bild von L. Der Drehung der Kugel entspricht somit einer Verkettung zweier
Inversionen.

Fiir einen Kreis um ¢ mit dem Radius R gilt (2’ — ¢)(z — ¢) = R* (Inversion im Komplexen)

und nach 2’ umgestellt 2/ = % + c¢.  Auf einen Nenner gebracht erhalten wir die Form

;) az+b
Z T rd
wegen 7 = z eine Mdbiustransformation ist.

Hieraus ist zu erkennen, dass die Hintereinanderausfiihrung zweier Inversionen
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+ Fixpunkte der induzierten Mobiustransformation

Aus der Symmetrie der unteren Abbildung, siehe Stereographische Projektion und Inversion,
folgt unmittelbar fiir die Fixpunkte der Mobiustransformation & = —1/&; und damit

|Eaf = 1/]&].

az+b - a—a)t+/(@—a)?—4bb ) o
T(z) = Thota hat die Fixpunkte z; 5 = ( ) ;5 ) und es gilt 2o = —1/77.
Beim Verifizieren ist zu beachten, dass (@ — @) rein imaginér ist, (@ —a) = —(a@ — a),

und der Radikant negativ ist, ./ ... =—./ ... .

T normiert bedeutet |al? + |b]* = 1.
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+ Matrix der elliptischen Mobiustransformation

Es seien die Fixpunkte & =2 +14, & = —1/& und m = ¢* = i (Drehung um 90°) gegeben.
Zur Ermittlung der Matrix siehe Berechnung des Multiplikators m:

T =F'loT*oF |F(z):z:—§;
)=t | ]

_ [|fl|2+m §&1(1—m)
(1 —m) mlG)*+1

B [5+i 3—z‘]

o 1-3i 1456

} |Mit dem gemeinsamen Nenner wurde multipliziert.

[7] normiert (Matrixelemente mit v/364 dividieren) ergibt die Mébiustransformation
(0,70711—0,47140%) z+0,23570 — 0,47140%

T(2) = =(0,23570 + 0.471407) 2 + 0,70711 1 0,471403
von der Form T'(z) = %.

Die Drehachse verlauft durch O und (2/3]1/3]2/3), siehe Stereographischer Zusammenhang.
Zum Fixpunkt &; ist der zugehorige Punkt ) auf der Sphére zu berechnen.

Bezug zu den Eigenwerten der normierten Matrix [T

det ([T] = A[E]) = 0
(a—A)(d—=X)—bc =0
lad —bc =1, bc=ad—1

N—(a+d)A+1 =0
A3 = a+d

M1z und A o gentigen derselben quadratischen Gleichung,
sieche Berechnung des Multiplikators m.
Moglich wiire m; = A3 oder m; = 1/A?. Die Drehrichtung ist hier nicht ersichtlich, jedoch
kann die GroBe des Winkels mit einem Eigenwert von [T] ermittelt werden.
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+ Matrix zur gedrehten Riemannschen Zahlenkugel

€T < —

7] = [Pk [m "\ 1F)
01
_ 1 £ +m (1 —m)
2
VI LE( = m) mlgf 41
[ leremyt+vm o g((Vim —m)]
LE((Vm) ™t = vm))  mlE]? + (vm) !
_ [ e/ g2 4 emile/2) 23 ¢ sin(/2)
2i€sin(p/2) e HeDE|? 4 e/
e
2 % [(€#/2) 4 em#e/2)) (/D) — e=i(0/2))]
=15 i(u — vi) sin(p/2)
r % [(ei(go/Z) + efi(¢/2)) + w(ei(wﬂ) _ e*i(¢/2))]
T] =

(ut + v) sin(p/2) %

(ut — v)sin(p/2)
cos(p/2) — 1w sin(p/2)

[ cos(p/2) + dwsin(p/2)
(ut + v) sin(p/2)
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|

[(e’i’(@/Q) _|_ eii(90/2)) — w(ei(90/2) — eii(¢/2)):|

‘fzfl

| vereinfachte Darstellung

m=e %, Vm = e~ t(¥/2)
. 1 . s

| siny = Q—i(ew — W)

siche Stereographischer Zusammenhang

t(u + vi) sin(p/2)
% [(¢82/2) 1 e=i(e/2)) 1 (e e/ — ¢ile/)]

|

|

(ut — v)sin(p/2)

| costp = %(ew + e W)



+ Raumliche Drehung Beispiel

Wir betrachten eine Raumdrehung von 7/2 um die x-Achse, gefolgt von einer Drehung
von m/2 um die z-Achse. Die Mobiusmatrix der resultierenden Drehung lautet:

142 0 ;|1
0 1—4| V2|4 1|
Ein Vergleich mit der normierten Matrix

[cos(cp/Q) + twsin(p/2) (ut — v)sin(p/2) ]
(ut + v) sin(p/2) cos(p/2) — twsin(p/2)

142 —1+42
142 1-—1

D=

Sl

zeigt:
cos(yp/2) = R(My) =  p=21/3
uisin(p/2) = (M)
—vusin(p/2) = R(Ma)
wisin(p/2) = (M) u=v=uw= —%

Es ist somit eine Drehung von 120° um die Achse a = (1,1,1)".
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+ Bezug zu Quaternionen

Die Mébiusmatrix fiir eine Drehung von 180° um die Achse a = (u, v, w) "
vereinfacht sich zu:

Tw ui—v]

ut + v —tw

[0 4
Fir @ = (1,0,0)7 ergibt das i= | . 0}, i?=—-1
1
0 —1
fii =(0,1,0)T j = i?=—1
ur  a (7 ) ) J 1 0} J
i 0
fir a=(0,0,1)T k= lO } k= -1
—1

ij=k jk=1i ki=j
ij=—ji, jk=—kj, ki=—ik

1

Mit 1=
01

] erhalten wir die iibersichtliche Darstellung
[cos(cp/Q) + dwsin(p/2) (ut — v)sin(p/2)

= cos(p/2)1 ul+vj+ wk| sin(w/2
(ut + v) sin(p/2) cos(<p/2)—iwsin(<p/2)1 (¢/2)1 + [ui+vj+ wk] sin(p/2)

Die rechte Seite kann auch als Quaternion gelesen werden. Die Rechenregeln sind identisch.
Zur Hintereinanderausfithrung zweier Raumdrehungen werden die entsprechenden rechten Seiten
(in der richtigen Reihenfolge) multipliziert.

Betrachten wir erneut eine Raumdrehung von /2 um die z-Achse, gefolgt von einer Drehung
von 7/2 um die z-Achse. Ubersetzt heiit das mit cos(7/4) = sin(n/4) = 1/v/2:

%(Hk)%(Hi):%(HHkH)

Hieraus ergeben sich auf einfache Weise der Drehwinkel ¢ = 120° und die Achse a = (1,1,1)".
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+ Drehung Dy

Sei D¢ die Drehung mit dem Drehwinkel ¢ und der Achse (Einheitsvektor) a, p — p'.
Anhand der Abb. ist zu erkennen: D7, = D¥ o Do D, ¥

Aquivalent mit Quaternionen formuliert ergibt D$, = DF o Dy o D%

Zu gegebenem p kann hiermit p’ ermittelt werden (a beliebig). Wir wihlen oo = 7.

Dann sind D = p1i + p2j + psk und D, reine Quaternionen, D = [0, p], Dy, = [0, p'].
A=D¢ = cos(p/2)1+ [a1i+ azj+ ask]sin(p/2) | Jal=1
A* = Dg? = cos(¢/2)1+ [a1i+ azj + ask] sin(—p/2)
= cos(p/2)1 4 [— ar1i— azj — ask] sin(p/2) | DZ konjugiert, sin(—a) = —sin(«)
AB = [ab — @-b, ab—+bd@ + @ x b]

Hintereinanderausfithrung von 2 Drehungen, |p| =1

P — A0, p]AY — [0,p"] =BAI0,p]A"B" beachte: A"B* = (BA)*

Beispiel fiir p — p’

a=J5(1,1,1), ¢ =§ =120° p=(0,0,1)
= —r * 1 . . .
P =A0,p]A" = (cos % 1+\/—[2+j+k]sm )k(cos%l—l—%[—z—j—k]sm%)
1 3 . 1
Zg[QZ—j-I—Qk] |cos%:%, sm%:§
P =3(2-12)
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+ Hintereinanderausfithrung zweier Drehungen

™

Wir drehen die Kugel mit Dg, o um a mit dem Winkel o = 1 anschliefend mit Db, 4 um b

mit dem Winkel g = %, so dass A in A" und A’ in A” {ibergehen. Es gibt offensichtlich eine
Drehung D¢ » um ¢ mit A — A”.

Jedoch ist keineswegs ersichtlich, dass D¢ ~ die anderen beiden Drehungen ersetzt.
Nun ja, es wurde bewiesen.

Da,a| A = COS% —|—sin%k

Dy gl B = (:osllo—l—\/Lg(i—Qj—k)sinlw—0

De, | BA = cosllocosgﬁt%sinl%sin% +%[(Sinlﬂ—ocos%—QSin%Sin%)i—

(2sin {5 cos § + sin {5 sin ) j + (V6 cos {5 sin g — sin 75 cos g) k|

- T oeos T+ L ginTain®) ~ °
v = 2arccos (cos 1OCOSS+\/ESIH 1051n8)~44,07

Zur Erinnerung:
Die Rotation um einen normierten Vektor & = (z, y, ) mit dem Winkel a
wird durch die Quaternion
A= (cos%, xsin%, ysin S, Zsin%) = (cos%, (x,y, 2) sin%) = (cos% + (zi+yj+ zk) sin%)
erfasst.

Wegen sin® o + cos? a = 1 gilt |A]| = 1.
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+ Matrixdarstellung von C und H

Die Matrizen der Form

—b 10 0 -1
lz } = a{o ) } + b[l O} = a+bi, a,b € R bilden ein Modell der komplexen Zahlen.
a

Entsprechendes gilt fiir die Quaternionen HI.

w ooz a+bt c+di] _ . .
_ = . | =a+bi+cj+dk, w,zeC
—c+dit a—bt

. 2 0 . 01 0 2 )
i= )= , k=1 Basis geédndert
0 —2 -1 0 2 0

P=j=k=-1
ij=k, jk=1i ki=]
ij=—ji, jk=-kj, ki=-ik

—Z w

Zwischen den (unitdren) Matrizen M und denjenigen Quaternionen, die Drehungen erfassen,
besteht der Zusammenhang;:

—Z

+bi e di
detM:detlw_ i}:det[ ¢ ‘ —R PR = A =1
w

—c+dt a—bt

T

MM =E, dh. M =M.
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Inversion interaktiv
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