Regressionsgerade
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Beim Auswerten von Messreihen wird hiufig eine durch theoretische 21 //
Uberlegungen nahegelegte lineare Beziehung zwischen den z- und y- %

Werten gesucht, d.h. eine Gerade y = mz 4+ b (Regressionsgerade),
die die Datenpunkte moglichst gut approximiert.

Als Abweichungsmafl kann (nach Gauss) die Summe der Quadrate der Differenzen

Q= (mxy+b—1y1)% + (mxo+b—y2)? + ... + (mxy +b—yn)?

genommen werden. Hierbei werden m und b so gewéhlt, dass @ einen kleinsten Wert annimmt.

@ kann als Funktion der Variablen m und b betrachtet werden.
Im Minimum miissen dann die Ableitungen nach b und m Null ergeben.

QM) = Y (mwx; +b—y;)? Die Summe erstreckt sich stets von 1 bis n.
Q'(b) = 222 (mwi +b—yi)

— my xi+nb— Y y; =0

— y=mz+b Mittelwerte 5:%2% g:%zyi

P(z | y) liegt auf der Ausgleichsgeraden.

m ist noch zu bestimmen.

Um die Rechnung einfach zu halten, wihlen wir den Schwerpunkt als Ursprung:
di = X; — T
e =Yi—y
b ist dann Null, die Steigung hat sich nicht veréndert.
Q(m) = Y (md; — ;)
Q’(m) = Z 2(mdz~ — ei) . dz‘
0=2md d?—25 ed,

o > die;
_ 2 (@i—2)(yi—y)
S SIrE

Die Gleichung der Regressionsgeraden lautet daher: y=m(x—7)+7y
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Korrelationskoeffizient

Wir bendétigen ein Mafl dafiir, wie stark die Datenpunkte um die Regressionsgerade streuen.
Dazu rechnen wir die quadratische Abweichung aus.

idz
Q = Y(ei—md)? m = ZZ::edf
= Y (e —2e;md; + (md;)?)
= Y e?2-2mY die;+m?Y. d?
2 eidi 2 eidi 2 d22 .

= Y e?— (22:: 2 ) + (Z(Z ;2)%: kiirzen durch ) d?

_ s (X eidi)?

B T
Je kleiner der Term -~=——— ist, desto grofler ist die Quadratsumme.

> a2
. A.)2
Diese ist Null, falls ed) _ e st
=2 Z
. eidi 2
Da Q >0 ist, folgt 0 < (ZZTQ) < >e?
12
. 0 < ed)”
di Y e
Der mittlere Term heif3t Bestimmtheitsmai.
Gebrauchlicher ist der Korrelationskoeffizient
> eid; _ > (zi —7)(yi — 7)

r = =

Jyazser V(e —1)2 Ny )

r ist die Wurzel aus dem Bestimmtheitsmafl
und hat im Gegensatz zu diesem stets dasselbe Vorzeichen wie die Steigung m (leicht zu sehen).
Esist: —-1<r<1.

Fiir » = 0 ist die Steigung m auch Null. Es liegt kein linearer Zusammenhang vor,
fiir r = 1 und r = —1 liegen die Datenpunkte auf der Regressionsgeraden.

Zu beachten ist, dass ein hoher Korrelationskoeffizient nicht eine kausale Abhéngigkeit bedeuten muss.

In Excel kénnen Ausgleichsgeraden ohne Aufwand ausgegeben werden:
Auf einen Datenpunkt klicken, mit rechter Maustaste Trendlinie hinzufiigen, Trendlinie formatieren,
Optionen, Gleichung und Bestimmtheitsmafl im Diagramm darstellen.
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Regressionsgerade, vektorielle Losung

Als mathematisch fruchtbar wird es sich erweisen, das Ausgleichsproblem vektoriell zu 16sen. Hierzu be-
trachten wir die Quadratsumme als Skalarprodukt, dass wir kithn auf n Dimensionen verallgemeinern.
Wenn auch die Anschauung aufgegeben werden muss, so bleiben doch die Rechenregeln (Linearitét,
usw.) erhalten.

mzy +b—y; T 1 Y1 2
mzo +b— 1y T2 1 Y2

Q(m,b) = : = |{m| - [+b] -] - | - = [m&+be — 7]
mIy +b_yn Tn 1 Yn

H
OX = mZ + b€ kann als Ebene durch den Ursprung im n-dimensionalen Raum gedeutet werden und

Q(m,b) als Quadrat des Abstandes des zum Vektor § gehorenden Punktes P zu einem Punkt der
Ebene.

Dieser Abstand wird minimal (zumindest sind wir im Fall n = 3 davon iiberzeugt), falls der Diffe-
renzvektor m& + b€ — ¢ orthogonal ( d.h. das Skalarprodukt ist Null) zu den Richtungsvektoren der
Ebene ist.

o O | o O

myal by w - Yy =
my xi+bn— >y
mY xf +nbT — Y zy;
mr+b—y =

o O | o O

Diese letzten beiden Gleichungen ergaben sich auch schon bei der Losung mit der Differentialrechnung,

so dass das weitere Vorgehen identisch ist.

Wir wollen noch der Frage nachgehen, wie innerhalb der Vektorrechnung gezeigt werden kann, dass diese
Orthogonalitéts-Schlussweise fiir allgemeines n zum Minimum der Quadratsumme fithrt. Die Tragweite

dieser Uberlegungen wird auf der niichsten Seite sichtbar.

Der Nachweis gelingt, wenn wir uns die betrachtete Ebene von zwei zueinander orthogonalen Einheits-

vektoren aufgespannt denken:

-0 -0

- —0
OX = \a® +ub”, @ Lb°, @ =5 =1

Das noch Fehlende soll im Hinblick auf Spéteres etwas allgemeiner formuliert werden.
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Weg in die Abstraktion

Sei a7, 1=1...m, ein Orthonormalsystem, d.h. die Vektoren haben die Lénge 1
und sind paarweise orthogonal. Wir rechnen das Quadrat des Abstands eines Punkts P zu einer
Linearkombination der @; aus.

— m 2 —2 — m 2
(oP-Y naz) = op —20P- Y na+ ( Sowir)
i=1 i=1 =1

—2 m — m
= OP —2) \OP-@+>y X
=1 =1

—2 M, 2 — 2
= or =Y (or-a) +> (n-oP-@)
i=1 i=1
—)
Offensichtlich wird das Minimum fiir die Wahl von \; = OP - @] angenommen.

Nun kann abschlieend noch der Nachweis der Orthogonalitét erbracht werden.

Der Vektor, der den Fulpunkt mit dem Punkt P verbindet,
— noo—
OP-> (OP-ay)-a;

=1

ist orthogonal zu jedem @, und damit auch zu jeder Linearkombination der @,
im Fall n = 3 also zu allen Vektoren der Ebene:

— mo — —
(oP->"(opP-a)-a) d = OP-a-OP-a = 0
=1

Damit wurde unser Vorgehen nachtréglich gerechtfertigt.

Bei der vektoriellen Bearbeitung des Ausgleichsproblems haben wir uns letztendlich von der Anschau-
ung getrennt und uns nur noch auf die rechnerischen Umformungen verlassen.

Zum Verstandnis weiterer Methoden zur Lésung von Approximationsproblemen, z.B. der Approxima-
tion einer Funktion durch eine Linearkombination trigonometrischer Funktionen (Fourieranalyse) ist
ein zusétzlicher Abstraktionsschritt erforderlich.

Blicken wir noch einmal zuriick und versuchen, das Wesentliche herauszustellen. Wir bewegten uns
in einer Menge von Elementen (Vektoren), auf denen Rechenoperationen und ein Skalarprodukt, d.h.
eine Zuordnung mit gewissen Eigenschaften, definiert sind. Das Skalarprodukt legt fiir die Elemente
des Vektorraums eine Lénge (Norm), einen Abstand und eine Orthogonalititsbeziehung fest. In die-
sem mathematischen Kontext kann zu einem Element die ihm néchstliegende Linearkombination eines
Orthonormalsystems gefunden werden.

Statt der Vektoren betrachten wir nun Funktionen auf einem Intervall [a,b]. Funktionen kénnen
addiert, mit einer Zahl multipliziert und auf ihnen kann ein Skalarprodukt definiert werden, und
zwar durch:

b
<flg>= / f-gdr, <f|g> ist eine von mehreren gebriuchlichen Schreibweisen.
a
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Weg in die Abstraktion

Das Skalarprodukt hat eine Norm || f|| = / <f|g¢> und eine Abstandsdefinition d(f, g) = ||f — ¢/
zur Folge.

Ubertrage
a) Ifll =1
b) flyg

1
_ <
) N —dll < o

in Aussagen iiber Fliacheninhalte.

Das fiir Approximationen am haufigsten verwendete Orthonormalsystem besteht aus bestimmten
trigonometrischen Funktionen; es sind jedoch auch andere Systeme bestimmter Polynome bekannt.

Y f(m):%(sinm—{—%sian—{—%sinSx)
1 ™
12 3\ 4 5 6] =
o1
y f(a:):%+%(sin2x+%sin4x+%sin6m)
1,
1 2 3 4 5 6 x
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