Resultante

Die Bestimmung von Schnittpunkten zweier Kurven fithrt auf die Berechnung von Nullstellen von Polyno-
men. Mit der Resultante kénnen zwei Polynome auf gemeinsame Faktoren (Nullstellen) gepriift werden.
Wir betrachten zwei Polynome von Grad m = 3 und n = 4. Die Verallgemeinerung liegt auf der Hand.

f(z) = azx®+ a2 + a1 + ag a;,b;j € C
g(z) = by + b3x3 + b + abyx + by
f und g haben genau dann eine gemeinsame Nullstelle, wenn sie einen gemeinsamen Faktor h(z) von

mindestens Grad 1 besitzen. Dies folgt aus dem Fundamentalsatz der Algebra, nach dem jedes Polynom
in Linearfaktoren zerfallt. Sei also

f(z) = u(z) - h(z)
g(x) = v(z) - h(z)
u(r) = ca2? + 12+ co gradu < m
v(z) = dszd + dox® + dix + dy gradv < n

= 0 = () flz)—u)- g()
= (d3x3 + doa?® + dyw + dp) (azz® + asx® + a1z + ag) —
(021‘2 +c1x + Co)(b4x4 + bg.%'g + 621‘2 + ablx + b())

(azds + baca)a® +

(asdy + agds — bycy — bgca)a® +

(asdy + agdy + ayds — byco — bger — bacg)a? +

(asdo + azdy + ardy + agds — bicy — bacy — baco)a® +
(aody + ardy + agdy — bocy — bicr — baco)x? +

(aod1 + ardo — boer — bico)x +

(

agdp — bocg)  Die Koeflizienten miissen null sein. Das ergibt ein LGS fiir die d; und ¢;.

as by ds 0
as as bs by ds 0
a1 as as ba b3 by dq 0
ap a1 as az by by b3 do = 0
ag a1 as by by b —Cy 0

apg a1 bo D1 - 0

ag bo —cg 0

Dieses Gleichungssystem hat genau dann eine nichttriviale Lésung, wenn die Determinante der Matrix
oder ihrer Transponierten Res(f, g) verschwindet. Res(f, g) heifit Resultante von f und g.



Resultante, anderer Einstieg

Mit der Resultante kénnen zwei Polynome auf gemeinsame Faktoren (Nullstellen) gepriift werden.

f = a3z + asx® + a1z + ag gradf =m =3 a;,bj € Z
g = byx* 4 b3x® + box® + abyz + by gradg=n =4
as as a1 ag as ba | -af
as as aj ap as as bs ba | 2P
as as ai ag ay as as by b3 ba | ot
Res(f,g) = az az ai ap Res(f,g)" = |ao a1 az a3 by by b3 | a?
by b3 by b1 by ay a; az by by b | 22
bs b3z by by by ap ay by b1 | -z
by b3 b2 b1 b ao bo

Die Resultante ist die Determinante einer (m + n) x (m + n) Matrix (Sylvestermatrix).
In den ersten n Zeilen stehen die Koeflizienten von f, in jeder Zeile jeweils um eine Stelle nach rechts
versetzt, analog sind die letzten m Zeilen gebildet. Alle iibrigen Stellen werden mit Nullen aufgefiillt.

Jeweils die i-te Zeile von Res(f,g)" wird mit 2™+"+ multipliziert und zur letzten Zeile addiert.
Dies verdndert also nur die letzte Zeile.

as by
as as by D4
ai a9 as bo bs by
agp ap  az ag by b2 b3
ap a1 as bo b1 bo
ag a1 by b1
e f - f w-f f 2*-g w-g g

Die Determinante wird nach Laplace entwickelt.

Res(f,g) = f(dsz® + dox® + dyz + do) + g(cax® + c17 + o) Unterdeterminanten d;,c; € Z
allgemein:
Res(f,9) = f(dp_12"t +dpox™ 2+ ... +do) + glcm12™ L+ cpmox™ 2 + ...+ co)
= fF+g¢G

Res(f,g) ist von z unabhéngig. Dann folgt:
Wenn f und g eine gemeinsame Nullstelle haben, f(«a) = g(a) = 0, dann ist Res(f,g) = 0.
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Sei umgekehrt Res(f,g) = 0.

0= fF+gG gradF =n—1, gradG=m—1
—f[F = gG

Wegen grad G < grad f muss mindestens ein unzerlegbarer Faktor von f in g enthalten sein,
in C gibt es dann eine gemeinsame Nullstelle o, f(a) = g(a) = 0.

In C gilt damit:
Res(f,9) =0 <= f und g haben eine gemeinsame Nullstelle.

f=2224+2-1
g =32t — 23+ 42?2 42— 2

2 1 -1 0 0 0
0 2 1 -1 0 0
0 0 2 1 -1 0
Rslh9=10 ¢ 0 2 1 1|7 ®
3 -1 4 1 -2 0
0 3 -1 4 1 -2

Die Resultante ldsst sich auch durch die Nullstellen o; von f und ; von g angeben. Sei (z.B. in C):

flx) = a]:[(x —a;) und g(x) = bH(:c - B;)

=1

m

Res(f,g) = a"][]g(e)

i=1

= oy £(5)

j=1

= a”bmﬁﬁ(az’ = B)

i=1j=1

Beachte: Der Produktterm ist genau dann null, wenn eine gemeinsame Nullstelle vorliegt.

Der Faktor a™b™ erscheint aufgrund der Determinantenregeln plausibel. a ist in den Elementen von n

Spalten enthalten, b in den Elementen von m Spalten.
Es gilt: Res(f,g) = (—=1)""Res(g, f)

Mit mn Vertauschungen werden in der transponierten Sylvestermatrix die g-Spalten vor die f-Spalten

platziert.



Schauen wir uns die Zusammenhénge in einfachen Fillen an.

a —ax

1 —«
b—bﬂ:'

b
1 =B

=abla — p) = ag(a) = =bf(B)

f@)=a(r —a)(r —az) = a(2® + (—a; — a)x + agaz), g(x) =b(x — B)

a —aq] — aty a0 1 —a1—ay ajan
Res(f,g) = | 0 —bp 0 |=a?|1 -8 0 |=ab* (1 —B)(a2 — fB)
0 b —-bg 0 1 —f

= ag(ai)glar) = b2 f(B)

Sei deg f=m < deg g =n.
g=qf +r mit deg r = k < deg f und Res(f,g) = a" ¥Res(f,r) legen einen Beweis durch Induktion
nach m + n nahe. Das Folgende enthélt die Idee.

f=22+z-1 Nullstellen aq, aq m=2, a=2
g = 8zt —4a® +42% + 1 -2 Nullstellen 31, B2, B3, Ba n=4
= (42° 4z +6)f + (92 +4) =qf +r glar) =r(a), glaz) =r(az) k=1

2 1 -1 0 0 0 2 1 -1 0 0 0 2 1 -1 0 0 0
0 2 1 -1 0 0 0 2 1 -1 0 0 0 2 1 -1 0 0
0 0 2 1 -1 0 0 0 2 1 -1 0 0 0 2 1 -1 0
Res(f,g) = = =
0 0 0 2 1 -1 0o 0 0 2 1 —1 0 0 0 2 1 -1
8 -4 4 1 -2 0 8 —4 4 1 -2 0 0 0 0 -9 4 0
0 8 —4 4 1 =2 0 0 0 0 -9 4 0 0 0 0 -9 4
2 1 -1
Res(f,g)=2°|-9 4 0] = 2°Res(f,r) = —104
0 -9 4

Die letzte Zeile wird gemiB r =g —qf = g — (422 — 42 +6)f = g — (4x2f —dzxf + 6f) durch
(6. Zeile — 2. Zeile x 4 + 3. Zeile x 4 — 4. Zeile x 6) ersetzt und die vorletzte Zeile mit dem Ergebnis
angepasst, die Umformungen hétten analog vorgenommen werden kénnen.



Induktionsschritt

Res(f,g) = a® *Res(f,r) = a® *a¥ Hr(ai) =a" Hg(ai) * nach Induktionsvoraussetzung

i=1 i=1



Diskriminante

f@)=apz™+ ...+ a1z +ag, a; € C
Die Diskriminante von f ist A(f) = H (o — aj)?, wobei ay, ..

1<i<j<n
Offensichtlich: A(f) =0 <= f hat eine mindestens doppelte Nullstelle.
Eine doppelte Nullstelle von f(x) ist auch eine Nullstelle von f(x).

fl@) = (z —a)? g(z), f(z)=2(—a) gzx)+(z—-a) ()

., ay, die Nullstellen von f sind.

Wir stellen den Zusammenhang von A(f) und Res(f, f’) her, zunéchst fiir n = 4.

f(z) = as(z —an)(z — a2)(z — a3)(z — aq)

(wvwz) = vvwz + w'wz + vow'z + uvw?z’

fl(@)/as = (2 — a2)(z — a3)(z — aa) +
(r—aq)(z—as)(x —ay) +
(x—aq)(z — )z — ay) +
(x —a1)(z — ) (x — ag)
fllar) = as(on — as)(an — az)(ar — aa)
flla2) = as(az — a1)(a2 — az)(as — a4)
fllas) = as(as — ar)(as — az)(ag — aq)
flas) = as(oa — ar)(as — az)(as — as)

fl(aa) f(a2) f'(as) f/(aa) = aﬁ(al —ag)(ag — ay) -
(1 —ag)(ag —ai)-
(a1 —ag)(og — 1) -
(a2 — as)(as — az) -
(a2 — au)(o — az) -
(a3 — oy)(ag — a3)

= a(—1)%(a1 — a2)? (o1 — a3)* (a1 — au)? (a2 — az)? (a2 — au)?(ag — au)?

beachte: Res(f,g) = a"Hg(ai)

i=1

g=1[ gradf'=n-1

()

Res(f, f')/a®t = a(=1)°A(f)
Res(f, f) = a2 H(-=1)SA(f)

allgemein

=
)
PN
T+
~

Il

— ), somit f'(a;) = anH(Oéz‘ — ;)

J#i

n

n

az—lnf/(ai) = a%n—lﬁn(ai — aj) = H (a; — aj)(aj — ;) = a%n—l(_l)(2)A(f)

i=1 i=1j#i

1<i<j<n



Diskriminante Beispiele

f@)=apz™+ ...+ a1z +ag, a; € C

n
Die Diskriminante von f ist A(f) = H (i —aj)? = a;(2n_1)(—1)<2> Res(f, f'),
1<i<j<n
wobei a7, ..., a, die Nullstellen von f sind.
a) f(z)=az?+br+c, n=2
a b c
_3 / -3 —3/4.2 2 b* — dac
A(f) = —a Res(f, f) = —a™|2a b 0|=—a"(da’c—ab’) = —
0 2a b

b) f(z)=az®+bx®>+cx+d, n=3

A(f) =—=a"Res(f,f)=—a""{3a 26 ¢ 0
0 3a 2b c
0 0 3a 2b c

0

0O a b c d
0| =a"*(b*c? — 27ad? + 18abed — 4ac® — 4b3d)
0

¢) fl)=a+ba?+cx+d
A(f) = b*c® — 27d? + 18bed — 4c® — 4b3d

d) f(z)=2®+pr+q
A(f) = —4p® - 27¢?

flx)=az? +bx+c €Rx
A(f) >0 <= f hat zwei verschiedene reelle Nullstellen.
A(f) <0 <= f hat (nur) zwei konjugiert komplexe Nullstellen. Mit « ist auch @ eine Nullstelle.
A(f) =0 <= f hat eine doppelte reelle Nullstelle.

f(@)=ax®+ bz’ +cx+d €R[z]
A(f) >0 <= f hat drei verschiedene reelle Nullstellen.
A(f) <0 <= f hat eine reelle und zwei konjugiert komplexe Nullstellen.
A(f) =0 <= f hat entweder eine dreifache reelle Nullstelle oder

eine doppelte reelle und eine einfache reelle Nullstelle.



Resultante Ergéanzung

fla) = ag +aja+ aza?® + aza® ai,bj € C

g(a) = by + bra + bya? + +bza® + byt

Fiir eine gemeinsame Nullstelle a von f und g erhalten wir weitere Gleichungen, indem wir f(«) mit «,
a? bzw. o multiplizieren, sowie g(a) mit o bzw. o?. Das ergibt:

ap a1 as as 1 0
ap a1 az ag « 0
apg a1 as as a? 0

ag a1 as as ad | = 0

bo b1 by by by ot 0
bo b1 by by by o’ 0

bo b1 b2 bs by ab 0

Die Spaltenvektoren sind dann linear abhéngig, die Determinante der Matrix somit null.
Man beachte, dass die Reihenfolge der Koeffizienten in der Matrix gegeniiber Res(f, g) verdndert wurde.
Der Determinantenwert bleibt erhalten.



Schnitt von Kurven

> —9r4+y° =0
224+ 2y> -9 = 0 Ellipse

\Y

Mit Hilfe von Resultanten kénnen polynomiale Gleichungssysteme in mehreren Variablen gelost werden.
Man interpretiert die linken Seiten als Polynome in x mit von y abhéngigen Koeffizienten,

aozyg)alz_g)QQZO)a3:15 b0:2y2_9)b1:0)b2:1-

y3 -9 0 10
0 Y3 -9 01
det | 42—-9 0 1 00 |=9%2—-4)
0 -9 0 10
0 0 -9 0 1

Die Resultante wird 0 fiir die y-Werte 0, 2. Diese setzt man nun in das polynomiale System ein und
kann so die zugehorigen z-Werte bestimmen. Dabei ist zu beachten, dass fiir eine Nullstelle y die Null-
stellenmengen (beziiglich ) der beiden Polynome nicht iibereinstimmen miissen. Der Durchschnitt bei-
der Mengen liefert jeweils Losungen des Systems, (£3,0), (1,2), (—1,—2).

Nach dem Satz von Bézout ist die Anzahl der Schnittpunkte zweier Kurven gleich dem Produkt
ihrer Grade, hier daher 6.

Bei der Berechnung der Anzahl muss die Schnitt-Vielfachheit jedes Schnittpunkts beachtet werden.
FEine erste Formulierung gab 1687 Isaac Newton.



Satz von Bézout

Die Schnitt-Vielfachheit wird erkennbar, wenn die Situation ein wenig verwackelt wird.
Jean-Pierre Serre gab um 1960 eine exakte Definition an.

Die Schnitt-Vielfachheit eines Beriihrpunkts einer Tangente im Maximum (Minimum) ist 2,
im Wendepunkt 3.

Der Satz von Bézout setzt weiter eine projektive Ebene voraus.

Fiir die projektive Ebene wird die zy-Ebene samt geometrischem Inhalt um 1 in z-Richtung verschoben
und vom Ursprung aus betrachtet. Es entsteht ein Bild, bei dem parallele Geraden einen Schnittpunkt
im Unendlichen besitzen.
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Schnitt von Kurven

P +ry+2z+y—1=0
22 —y?+3x+2y—1 =0 Hyperbel

AY

Die linken Seiten werden als Polynome in y mit von x abhingigen Koeffizienten interpretiert.

r+1 224221 0
det 0 r+1 242 —1 = —2% - 222 + 3z
-1 2 22 +3x—1

Die Resultante wird 0 fiir die z-Werte 0, —3 und 1.
Diese setzt man nun in das polynomiale System ein und kann so die zugehorigen y-Werte bestimmen.
Das ergibt die Losungen (—3,1), (0,1), (1,—1).

Beachte: x = 1 in die 1. Gleichung eingesetzt ergibt 2 + 2y = 0 mit y = —1.
x =1 in die 2. Gleichung eingesetzt ergibt —y% + 2y + 3 = 0 mit y; = —1 und y = 3.
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Berechnung mit Maple

r+y+z =206
22 +y? 422 =14
4yt 420 = 36

f=z+y+2z-6
g=a*4+y +2-14
ho= 2 +y° + 2% - 36

fg = resultant(f, g, x)
= 2% 4+ 2yz + 222 — 12y — 122 + 22

fh := resultant(f,h,x)
= —3y%z — 3yz? + 18y% + 36yz + 1822 — 108y — 108z + 180

resultant(fg, fh,y) = 36(z3 — 622 + 11z — 6)?
factor(%) = 36(z — 1)%(z — 2)%(z — 3)?

2121
2222
2323

z1=11in fg =0 und fh = 0 eingesetzt ergibt jeweils y; = 2 und yo = 3.
x erhalten wir durch Einsetzen in die Ursprungsgleichungen.

6 Losungen (Polynome vom Grad 1,2 und 3): (1,2,3), (1,3,2) und die iibrigen Permutationen von (1,2, 3).

Die 1. Gleichung ist eine Ebenengleichung, die 2. Gleichung beschreibt eine Kugel um den Ursprung.
Die Losungen liegen auf dem Schnittkreis.
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Berechnung mit Maple

y—3z+5 =20
2?24+ -5=0
y—a3+322-3x+1 =0

f=y—3z+5
g:=x>+y> -5
h :=y—x3+32%> -3z +1

fg = resultant(f,g,y)
= 10z% — 30z + 20

fh := resultant(f,h,y)
= 23 +322 -4

1022 — 302 +20 = 0 =10(x — 1)(z — 2)

r1 = 1, 562:2

—23+322 -4 =0 =—(x+1)(z —2)?
xp = —1, my3 =2
AY
-
11 (2,1
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