Numerische Integration

y = f(x)
Eine Stammfunktion von f
mit y(zg) = yo soll iterativ YA

ermittelt werden.

Je nachdem, wie genau die
Fléche unter dem Graphen
approximiert wird, ergeben sich Y
verschiedene Verfahren.

1. Fulersches Rechteckverfahren
(1707-1783) Y

Tpi1 = Ty + h
yn+1:yn+An 11 11
mit A, = f(z,) - h Y2

Aus der Sicht der Losungsfunktion Yo

ist es ein Tangentenverfahren.

Y
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2. Halbschrittverfahren . .
An = f($Mitte) -h

. h
mit  Taitte = Tn + b)

3. Trapezverfahren

fantfan) 1 E
2

A, =

Y

4. nach Simpson (1710-1761) O T U

Der Graf wird durch eine Parabel approximiert.
Dieser Ansatz ist schon in der Keplerschen Fassregel (1571-1630) enthalten.
Bemerkenswert ist, dass mit A,, ganzrationale Funktionen 3. Grades exakt integriert werden kénnen.

A, = f(xn>+4f(xl\éitte)+f(xn+1> B
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Numerische Integration einer Differentialgleichung

y' = flz,y), genauer y'(z) = f(z,y(z))

Eine Losungsfunktion mit y(x¢) = yo (Anfangswertproblem) soll iterativ ermittelt werden.

Da die rechte Seite f(x,y(z)) der DGL eine Funktion von z ist, falls y(x) eine konkrete Funktion
ist, z.B. die Losungsfunktion, kann das Vorige hier als Grundlage dienen.

1. Fulersches Rechteckverfahren

Tni1 = Tp +h
Yn+1 = YUn + An
mit A, = f(zn, yn) - h

2. Halbschrittverfahren
An = f(xMittea y(xMitte)) - h

TMitte = Tn + §

y(Tmitte) kann mit Euler gendhert werden: y(Zuitte) = Yn + f(Tn, Yn) - %

3. Trapezverfahren

f(@n, yn) + f(@ng1, Yns1)
2

Yn+1 = Yn + f(xna yﬂ) -h

A, = -h

4. nach Simpson

f(ffm yn) + 4f($Mitte, y(fEMitte)) + f('r’n—l—la yn—i—l) h
6

y(Tmitte) und y, 1 werden wie im Trapez- und Halbschrittverfahren bestimmt.

A, =

Runge-Kutta-Verfahren (1895)

Das Simpson-Verfahren wird so gedndert, dass sich durch Verquickung ein besseres A,, ergibt.

A, = %[f(xn, Yn) + 2 f (@ntitier Y(0ntitee)) + 2f (Tativies Y(@atisee)) + f (Tt Y1) ] - B

N
~~ ~~ g

* ]' * ok
Al = 6 [ f(xn, ynz+2 f(xMitte, Yy (fEMitte)Z‘FQ f($Mitte> Y ($Mitte)z+ J(@n1, yn-l—lz] -h

ma mo ms my

« h
Y (XMitte) = Yn + M1 - Bl

kk h
Y (TMitte) = Yn + M2 g

Ynt1 = Yn +mz - h
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Simpson-Formel

[ 5@ e = TG0 @) + 4555 + £ 0)

fiir ganzrationale Funktionen 2. und 3. Grades (!) nachzuweisen,
geniigt es (warum?), dies fiir

/af(x) dx

und f(z) = 23, g(z) = 2%, h(z) = x, k(z) = 1 zu tun.
Das gelingt im Kopf.

Elf@) +4£(%) + f)]

Erstaunlich ist, dass alle ganzrationalen Funktionen 3. Grades f(x) = ca® + da® + ex + f
a+b

durch die Festlegung von drei Funktionswerten an den Stellen a, und b denselben
Fldcheninhalt haben, obwohl es unendlich viele verschiedene Funktionen dieser Art gibt,
die zudem im Flécheninhalt mit der entsprechenden Parabel {ibereinstimmen.

Aus der Grafik kann die Antwort entnommen werden.

Die Inhalte der grau gefarbten Fldchen miissen gleich sein.
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Abkiihlung

In einem Labor wird ein Korper mit der Temperatur 50°C' zum Zeitpunkt x = 0 zum
Abkiihlen in einen Raum gebracht. Die Raumtemperatur betrigt 0°C' und wird linear um
10°C pro Stunde erhoht.

Die Differentialgleichung lautet: y'(x) = — (y(x) — 10z), Anfangswert ist y(0) = 50.

Ermitteln Sie die diskrete Ndherungslosung der Differentialgleichung
fiir die ndchsten sechs Werte, Schrittweite h = 0,5.

Fiir eine diskrete Naherungslosung einer Differentialgleichung wird y'(x) durc ;

ersetzt und nach y,,, aufgelost. v, kann dann iterativ errechnet werden.

Diskrete Naherungslosung:

Ynt1 = Yn+ (102, —yn) - 0,56 <= ypy1 = 0,5y, +5z,

Anfangswert: yo = 50
v |0 Jo5| 1 [15] 2253 |
Néaherung || 50 | 25 [ 15 [12,5]13,8[16,9 | 20,9 |
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Eulersches Polygonzugverfahren

AY
i Y3
Y2 -
i Y1 //
Yo A ]
h
T T Ty T3 T4 ‘ T

Allgemeines Vorgehen:

Zur DGL
Y (x) = f(z,y(z)) kurz: ¢ = f(z,y)

(f ist ein Term, der z und y(z) enthélt, Anfangswert sei y(z¢) = yo)
soll die Iterationsgleichung aufgestellt werden.

y'(z) wird ersetzt.

Ynt1 — Yn = f(xnayn> -h

Yntl = Yn T f(xnayn> -h

Tpi1 = Tp+h
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Die DGL

Eulersches Polygonzugverfahren

mit der Iterationsgleichung

Yn+1 = Yn + (xn +yn) “h

gelost werden, x,,.1 = x, + h.
Die Schrittweite sei h = 0,2.

n| Ty | Yn Tn+Yn | Yns1 = (Tn +Yn) - h
0lo0 |1 1 1,2
110212 1,4 1,48
2104148 1,88 1,856
3106 1,856 | 2,456 | 2,347
41082347 | 3,147 | 2,977
511,0]2977 | 3,977 | 3,772
61,213,772 | 4,972 4,766
711,444,766 | 6,166 6,000
8| 1,66,000|7600 | 7,520
AY
6A
5A
4A

vy = x +vy, Anfangswert yo = 1, soll nidherungsweise

exakte Losung:

y(r) =2 —z —1

Naherung

02 04

0,6

Fiir eine kleinere Schrittweite h wére die Naherung natiirlich besser.
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