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+ Schwerpunkt
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Der Flichenschwerpunkt ist das mit den Flachenelementen gewichtete Mittel der Ortsvektoren.
Entsprechendes gilt fiir Massen-, Volumen und Linienschwerpunkte. Hier liegt eine Definition vor
und wir fragen uns, ob diese Berechnung mit unserer Vorstellung vom Schwerpunkt {ibereinstimmt.

Fiir die Koordinaten des Schwerpunkts folgt:

1 1
s =— [xdA, ysz—/ydA mit A:/dA.
A/F AJp F

/ xdA
Das Integralzeichen lese man als Summation. 7 = 1 / rdA = 1 / ( x) dA = 1 r
F

/ydA
F

Wird die Fliche von zwei Funktionen eingeschlossen, erhalten wir mit den Grenzen a und b:

b b b
ro= g [alf@ =g@Nde. w= g5 [10@F = @@)de mit 4= [[7@) - gl

X x

ys liee sich, falls die Umkehrfunktionen existierten, analog zu xs; durch Integration
iiber y ermitteln. Die angegebene Formel fiir y; bedarf einer Erlduterung.
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+ y-Koordinate des Schwerpunkts

\Y —T T T~f
. O ° © F
i \\7/
ys:%/FydA
ydA = Z[f(@) +9@)] [f(x) ~ g(@)]dz = L[(f(2))* ~ (9(x))*] da 3. bin. Formel
—— @

Es wird ausgenutzt, dass die Schwerpunkte der Flichenelemente mittig liegen.

Schwerpunkt des Halbkreises AY

s =0 Symmetrie -1 1

b
w= gy [ (@) da

1 1
1 2
:—/(1—x2)dx=—/(1—x2)dx beachte z* +y% =1
-4
- ~ 3m
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+ Schwerpunkt zweier Elemente

Die Schwerkraft wirkt senkrecht zur zy-Ebene.
Dann gilt nach dem Hebelgesetz aA = bB
und damit 74 A + ¥gB = 0.

|74 A|=|7BB|

Die kollinearen Vektoren haben
entgegengesetzte Richtung.

A+ B

Fs(A + B) = FsA + FSB

Addition von ¥4 A+ 7B = 0 ergibt:

Fs(A+ B) = (Fs +7a) A+ (s +7p) B
—— N——

— —

1 T2
B I
= TS:A+B(T1A+TQB)
AY
A+B
y B
3,
s -
A "2
5
1,
Fe=-A _my_ B g
T AYB T AYBY S e

Die Ortsvektoren 77 und 75 werden mit den entsprechenden
Anteilen gewichtet. Da deren Summe 1 betrégt,
liegen die Endpunkte von 7, 7 und 7s auf einer Linie.
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+ Schwerpunkt dreier Elemente

Wir wenden das Hebelgesetz fiir C' erneut an.
Fa+B(A+ B)+7cC =0

FA+BA + FA+BB +7cC =0

Addition von ¥4 A+ 7B = 0 ergibt:

(FayB +Ta)A+ (Fagp +7B)B+7cC =0

Dies addieren wir zu:
rs(A+ B+ C)=7sA+7sB+7sC —

7s(A+ B+ C) = (Fs + Fayp +74) A+ (Fs + Tarp +7B) B+ (Fs + 7)) C

71 7 73
1
e S AL B 4T
— 75 7A+B+C(T1 + 7B +73C) AY
AY
4 .
B
3 a
T
G
) 5
Und so geht es weiter. 1
Nun diirfte = S
1 N T T T T T >
Ts = 1 /F rdA 1 3 4 5 6 x
. . . 7:'3
verstandlich sein. c




+ Schwerpunkt dreier Elemente  kurze Begiindung

AY
A+ B
4 .
3 .
s 2
(e :
™
1 4
1 2 3 4 5 6
Fiir zwei Elemente war:
s = - (MA+7B)
s = 1 2
A+ B AY
4 .
3 .
T2
QY
3
1 4
7Tgesamt
1 3 4 5 6
Wir wenden die Uberlegung fiir zwei Elemente 73
fiir ein drittes Element C erneut an. C
., 1 S .,
Foesamt = m (rS(A +B) + rgC)
1 o S _,
= T 5c (FA + 7B+ 730)
Fiir beliebig viele Elemente gilt dann: Die Koordinaten des Schwerpunkts (Z,y) sind:
_, 1 o 1 1
Tgesamt = —ZAZ‘W T = —ZAil“i, y = —ZAiyi
i i S
Nun diirfte
1
Ts = — / 7dA verstidndlich sein.
AJp
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+ Schwerpunkt eines Dreiecks

Ts

Ys

W =

Das Dreieck kann mit @3 verschoben werden.

L Tr . L
rs —dasy = g[(al—ag)—f—(ag—ag)]
S T o o
rs = —[1+a2+a3]
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+ Schwerpunkt eines gleichschenkligen Dreiecks

~, Ty o o
s = 7 [a1 + a2 + @3] .

w

—

2

Wl
SY

Die Hohe wird im Verhéltnis 1:2 geteilt.

Bei jedem Dreieck ist der Schwerpunkt zugleich
der Schnittpunkt der Seitenhalbierenden.

Diese werden im Verhiltnis 1:2 geteilt,

sieche Lineare Unabhéngigkeit.
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http://groolfs.de/Vektorpdf/LineareUnabhaengigkeit.pdf

+ Flache mit Aussparung

AY
7 o= 1 / #dA | G\ H G (ohne Aussparung)
Ac\n G\H
_ 1 (/FdA—/FdA) H )(Aussparung)
Aavi \Jg H |
In diesem Fall gilt: | "H
/ FdA = 7y wr? Kreisradius r T
H

Eine Aussparung geht einfach mit einem negativen Vorzeichen in die Rechnung ein.

AY
4,
1 5]
Ys = Z(ylAl — 12 A3)
_ 1 16— 7.
= 52 16-5-2) Ly
_ %
4 ‘ ‘ >
2 -1 1 2 T
T © TRoolfs



+ Schwerpunkt bei Rotation um die z-Achse

. ., I S,
Die Begriindung der Formel 75 = 1 / 7 dA kann fiir Korper K angepasst werden.
F
. I
Ts = V /I'(r dv

xS:%/bde mit V:7r/b(f(av))2 dz

dV = n(f(z))?dz fiir Rotationskorper mit Rotation um die z-Achse

. / s (f(2))d

Beispiel
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+ Schwerpunkt einer Halbkugel

Fiir einen Punkt P(z | y) auf dem Kreis mit dem Radius r gilt:
2?2 + y? = r? (Pythagoras). Y/
Nach y aufgelost, ergibt sich: y=Vr?—a2

d.h. fl@)=Vr?2—a? 1 P(z|y)
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v = [ 2 (f(x)*de
_ 3 [T 0 o ]
2 x(r®—z%)dx
; i
= = -7
8
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+ Schwerpunkt bei Rotation um die y-Achse  ohne Umkehrfunktion

Der Korper wird durch horizontale Zylinder unterteilt.
Betrachte hierzu ein infinitesimales Volumenelement.

VZyIinder = 7T.%'2 : f,(.%') dzx
——

dy

Das ergibt die Volumenformel

b
Vy = w/xz-f’(:c)d:c genauer wire |f'(z)| statt f'(x)

Der Schwerpunkt eines infinitesimalen Zylinders liegt auf der y-Achse in Hohe f(x).
Damit erhalten wir fiir den Schwerpunkt:

b
yo — / 22 f(2)- f(z) da

=2

Fiir das Beispiel mit a =1 und b = 4:

V, ~ 59,376
ys ~ 2,806

Moglicherweise héitte man y, etwas niedriger vermutet.

Jedoch ist die Fliche oberhalb der horizontal durch y, verlaufenden Schwerelinie um ca. 10 %
grofer als die unterhalb liegende Flédche. Das entsprechende Rotationsvolumen oberhalb ist um
ca. 34% grofler als das Untere.

T © Roolfs
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+ Flachenschwerpunkt mit gespiegelter Flache ohne Umkehrfunktion

Die Flache wird durch horizontale Rechtecke unterteilt.
Betrachte hierzu ein infinitesimales Flachenelement.

ARechteCk = 2z- f/((L') dz
——
dy

Das ergibt die Flichenformel

b
A= /2:c-f’(x) dx genauer wire |f'(z)| statt f/(x)

Der Schwerpunkt eines infinitesimalen Rechtecks liegt auf der y-Achse in Hohe f(x).
Damit erhalten wir fiir den Schwerpunkt:

SRS

b
g = / 20 f(z)- f'(x) da

Die 2 fillt heraus. Die Spiegelung ist fiir ys ohne Belang, siehe niichste Seite.

Fiir das Beispiel mit a =1 und b = 4:

A =~ 15,188
Ys 2,629

%
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T FléChGHSChWGl"pU.Hkt ohne Umkehrfunktion

Die Flache wird durch horizontale Rechtecke unterteilt.
Betrachte hierzu ein infinitesimales Flachenelement.

ARechteck = T~ f/(SC) dz
——
dy

Das ergibt die Flachenformel

b
A= /x-f’(x)dx genauer wire |f'(x)| statt f'(x)

a

Damit erhalten wir fiir den Schwerpunkt (f monoton steigend):

Fiir das Beispiel mit a =1 und b = 4:

A = 7,594
Ys ~ 2,629
Ty ~ 1,244
T © Roolfs
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