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+ Summenformel s, =1+24+3+...4n

Als Voriibung ermitteln wir eine Summenformel fiir

Sn=14+24+3+...4+n

YA
61 1
s(n) =35 -n-(n+1)
5 a
3
4 a
3 a
2 2
1 .
1
1 2 53 “n
Ansatz s(n) = an® +bn
Bedingungen:
1. s(1) = 1
2. s(2) =3
1. a+b =1
2. 4da+2b = 3
. . 1 o 1 1
Die Funktion lautet: s(n) = 5n°—5n =75 -n-(n+1)
Dies konnte die gesuchte Summenformel sein.
Der Nachweis wird durch s(n) —s(n —1) = ... =n erbracht (%n ausklammern).
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+ Summe der Quadratzahlen

sp=124+22 432+ ... +n?

Ansatz s(n) = an® +bn? +cn

Bedingungen:
1. s(1) =1
2. s(2) =5
3. s(3) = 14
1. a+b+ec =1

2. Qa+4b+2c =
3. 27Ta+9b+3¢c = 14

ot

; ; . _l3 . 12 1
Die Funktion lautet: s(n) = gn° +5n°+ gn =
Dies konnte die gesuchte Summenformel sein.

Der Nachweis wird durch s(n) —s(n —1) = ...

1
6

YA

141

13 1

124

114

10 4

s(n) =

n(n+1)(2n +1)

sY

= L

n(n+1)(2n+ 1)

=n? erbracht (%n ausklammern).
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+ Summe der Quadratzahlen alternativ

sp=124+22 432+ ... +n?

Ansatz s(n) = an®+bn? +cn

Die Koeflizienten sind so zu wéhlen, dass die vollsténdige Induktion iiber n durchfiihrbar ist,

dass also gilt:

s(n) —s(n —1) = n?

<= 3an’+ (2b—3a)n+a—b+c =n?

Ein Koeffizientenvergleich erbringt mit s(1) = 1 die Losung .

Die Summenformel lautet somit: s(n) = %n‘g + %nQ + %n = %n(n +1)(2n+1)
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+ Summe der Kubikzahlen

Sp=134+22433 4+ ... +n3

YA
14
134
124
114
10
9 a
8 a
7,
6 .
5 .
Ansatz s(n) = an* + bn® + cn? + dn 4
Bedingungen: 3
1. s(1) =1
2. s(2) =9 21
3. s(3) = 36
4. s(4) = 100 H :
1 a+b+c+d =1 1
2 16a +8b+4c+2d = 9
3. 8la +27b4+9c+3d = 36
4. 256a + 64b + 16c+4d = 100
: : , 1 4,1 1 n4+n\2 1
Die Funktion lautet: s(n) = 7n" + §n3 + ZnQ = ( 5 ) =1
Dies konnte die gesuchte Summenformel sein.
Der Nachweis wird durch s(n) —s(n —1) = ... =n? erbracht.
T © TRoolfs
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+ Summe der Kubikzahlen —alternativ

sp=13423433+ ... +n?

Ansatz s(n) = an* 4+ bn? + cn? +dn

Die Koeffizienten sind so zu wihlen, dass die vollstdndige Induktion iiber n durchfiihrbar ist,

dass also gilt:
s(n) —s(n—1) = n3

< 4dan®+ (3b—6a)n®+ (4a—3b+2c)n —a+b—c+d=n?

Ein Koeffizientenvergleich erbringt mit s(1) = 1 die Losung.

n2+n)2:

5 n?(n+1)2

Die Summenformel lautet somit: s(n) = %n‘l + %n3 + inz = ( i

Beachtenswert ist, dass die Potenzssummenformeln mit dem Ansatz der vollstdndigen Induktion

erhalten und gleichzeitig bewiesen werden kénnen.

Die Eigenschaft %H (Bi+1(n) — Bgy1(n — 1)) = n¥ der Bernoulli-Polynome
(Grad k + 1, siehe folgende Seiten) rechtfertigt den Ansatz.

Faulhaber 1631, Fermat, Jakob Bernoulli und Leibniz unter anderen

entwickelten Formeln fiir die Summe aufeinanderfolgender k-ter Potenzen.
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(x+y)" =

(m + 1)k+1 —mktt =

(m + 1)k+1 —mktt =

m=123,...,n

(14 1)k+1 — 1k = Z <k+ 1) 19
j=0 J

(2 4+ 1)k+1 — okt — Z <k+ 1)2j
j=0 J

(3 4+ 1)k+1 — gk+l = Z <k+ 1)3j
j=0 J

Tk
(n+ 1)k+1 e Z <k;1)nj

Wir gehen von der Binomialformel aus.

/\3
N—
I

(2 (7)=(50)

k

Summiere die rechte und linke Seite,

links liegt eine Teleskopsumme vor.

k
(n+ 1) -1 = Z(’“j,l)sj(n) mit Sj(n) =1 +2 +3 . .0
=0
— kE+1 E+1 E+1
= Y ("TYsim+ (1) s ("rh) =k
=0~ 7
IS _ 1 k41 — [kt 1 i
k(n) = Tl (n+ k) 1 ; Sj(n) Rekursionsformel
7=0
So(n) = 1+14+...+1=n
_ 1,21
Si(n) = I1+2+...+n=35n°+3n
Sa(n) = 12+22+-..+n2:%n3+%n2+%n
S3(n) = in4+%n3+in2+0n
Sa(n) = tn® 4 snt 4 gn® +0n% — 5n
T © Roolfs



1+ Bernoulli-Zahlen

Besonders tibersichtlich ist die Summenformel bei Verwendung der Bernoulli-Zahlen (der zweiten Art).

1k 42k 4 k=

E+1
1 1 1 1
BO_laBl_g)BQ_E)B3_0)B4_7%5B5_05B6_E)"'
Die B,, sind rekursiv definiert.
By =1
1 m—1 m+ 1
B =1-0773 ( ; )Bz'

In der tibersichtlichen formalen Darstellung (B — 1) = B™ (m # 1) sind die Potenzen von B
als die entsprechend indizierten Bernoulli-Zahlen zu interpretieren. Genauer (Definition):

(B—1)™ = (B —1)™ mit B ersetzt durch B;. Den Unterstrich lassen wir weg.

BY =1

(B—1)? = B?
B2-9B'41 = B2 — 31:%

(B-1)3 = B3
B3—3B24+3B' -1 = B3 — B2:%

(B-1)* = B*
B*—4B*+6B2—-4B'+1 =B* — B3=0

(B-1)° = B
B> —-5B*+10B®—-10B?+5B'!—-1 =B* — B'=_-—

(10 + B)F1 = 105+ 4 (k N 1)10’@191 + (’“ : 1)10’9—132 T (’“ ! 1)1OBk + Bk

(94 B)F = (10 + (B — 1))k+!

— 10+ 4 (’ﬁl)lok(B 1)t <k;1)10k—1(3 124+ <’“Zl)1o(3 k4 (B - 1)k




(10 + B)**1 — (9 + B)M! = (k +1)10F Subtraktion, simtliche Summanden sind bis auf
die blau geférbten wegen (1 — B)™ = B™ gleich

Nun addieren wir 10 dieser Gleichungen, um den Zusammenhang aufzudecken.

(10 + B)**1 — (9 + B)¥*! = (k+1)10%
9+ B! — (84 Bk = (k+1)9*

(8+B)k+1 _ (7+B)k+1 — (k‘—i— 1)8k

(24 B)*1 — (1 + B! = (k+1)2* Summiere die rechte und linke Seite,

(1+ B)M! — BEL = (b +1)1% links liegt eine Teleskopsumme vor.

(10 + B)*+L — BF1 = (k+1)(1F +2F + 3% + ... + 9% 4+ 10%)

1 Bk‘i’linH’l
1F 4ok 43k 4 pohpqoh = 10F )k:+1 (fiir n = 10)

:L[(k—gl)Bonk—Hﬂ‘(k—{l)Blnk+(k;1)32nk_l+(k—gl)BBnk_2+---+(kzl)Bkn}
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1+ Bernoulli-Zahlen der ersten Art

Die Summenformeln kénnen auch als Polynome in n 4+ 1 geschrieben werden.

Die einfache Umrechnung lautet: Si(n + 1) = Sg(n) + (n + 1)k

Sin) =14+2+...+n=sn+1)2?-(n+1)

[N

Sa(n) = 12422+ 4n?=3n+1P2-5(n+1)2+1(n+1)
S3(n) = j(n+ 1) = 5(n+ 1%+ §(n+1)
allgemein Si(n) = Sp(n+1) — (n+ 1)

1k 42k 4+ 40k =

= [ Bt 0 (T B 0E 4 (Y Ba 1 (5] B+ 1

(T B+ 1] = (1 B =1

:%H[(kgl)BO(n+1)k+l+(kal)Bi(n+1)k+(kgl)Bz(n+1)’“‘1+(kgl)Bg(n+1)’f—2+

S+ (k Z ! )Bk(n +1)] Terme mit (n + 1)* zusammengefasst, B} = B; — 1 = —%

In dieser Summenformel werden die Bernoulli-Zahlen der ersten Art verwendet.

L 1 1 1
= = —— = — B = B = —— B == B — Ty e e
BO 17 Bl 9’ B2 67 3 07 4 307 5 07 6 49’

Die By, sind rekursiv definiert (statt B’ wieder B).

By = 1
By, = - (erl)Bi

T © Roolfs



In der tibersichtlichen formalen Darstellung (B + 1) = B™ (m # 1) sind die Potenzen von B
als die entsprechend indizierten Bernoulli-Zahlen zu interpretieren. Genauer (Definition):

(B+1)™ = (B +1)™ mit B ersetzt durch B;. Den Unterstrich lassen wir weg.

B =1
(B+1)? = B?
B2+92B'+1 = B2 — Blz_%
(B+1)3 = B3
B34+3B24+3B'4+1 = B} — B2Zé
(B+1)* = B4
BY*4+4B*+6B2+4B'+1 = B* — B3=0
(B+1)> = B>
B® +5B*+10B3 +10B2 + 5B +1 = B* — 342_3_10

ohne Beweis sei erwahnt

1k 42k 4+ 4nk=

T © TRoolfs
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1 Bernoulli-Polynome

Hierunter méchte man Polynome der Form

Bk(fb) = B():Ck =+ (T)lek_l =+ (g)BQSCk_2 —+ ... (

k
L 1)Bk—1$ + By

verstehen. Charakterisierende Eigenschaften
liegen der rekursiven Definition der Polynome By(z) zugrunde.

B()(.%') =1
X B.(z) = kBj_1(x)
/ By(z)dz = 0 gleichgrole Fliachen ober- und unterhalb der x-Achse
0
Bi(z) =1
Bi(x) = 2+ C
1
By(t)dt = 0 :>C:—% Bl(x):x—%
0
By(x) = 2(z — 3)
By(z) = 22—z +C
1
/Bg(t)dt 0 — (C = % Bsy(z) :xQ—x+% Bl(xz) = 2B (x)
0
Bi(z) = 3(a® -~z +1)
Bi(z) = * =322+ e+ C
1
/Bg(t)dt 0 =0 By(x) = 2* — 322+ La Bi(x) = 3B)(2)
0
usw.

Zur Polynomfolge By(z) sei eine Zahlenfolge durch By = By (0) definiert, also

By =1, Blz—%, BQ:%, Bs—0,...

Die rekursive Definition fiir By(x) wird zeigen, dass dies die schon eingefiihrten Bernoulli-Zahlen sind.

By (z)

By (z)

Bs(x)

BofE + B;
BofEQ =+ (ﬁ)Ble + By
3 3 2 3
BofE =+ 1 Bz + 5 B2£C+B3
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Die Vermutung

B()(L‘k + (T)lekil + (Z)ngkiz 4+ ... ( k

= Z <Ij) Bk,

k
=0

wird durch vollstéandige Induktion von & — 1 auf k& bewiesen, k = 1 ist erfillt.

<’“ B 1) Bit*1=idt + B,

Kk - 1) Bi/oxt’“—l—idt} 1 By

k—1

)quﬂc + By

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

In der formalen Darstellung By(x) = (B + z)* sind die Potenzen von B
durch die entsprechend indizierten Bernoulli-Zahlen zu ersetzen.

k
Weiterhin folgt
=0

By(1) = Z

k durch k + 1 ersetzt ergibt

Daraus folgt die rekursive Formel

k—1
1 K41\
Br = k+1§( ; )BZ

1
(’:) B, firk#1,  By(l)= k/ By_1(t)dt +B;,
0
—_——
0
k+1
k+1
Bk-‘,—l — Z —: )Bz
1=0
k-1
=y (*2 )Bi+(k+1)Bk+Bk+1 fiir k> 1
=0
fir k>1

12
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1 Potenzsumme

By(x +1) — By(z) = 2z
Bz(z +1) — Bg(z) = 322

Die Vermutung
By(z +1) — By(z) = ka*~! fir k>1

- sie fiithrt uns zur Potenzsummenformel - wird durch vollstéindige Induktion nachgewiesen.

By(z +1) — By(z) = kab! Induktionsvoraussetzung
Bpyi(z +1) = Bepa(x) = /Ox [Brja(t+1) = Brpa (1)) dt
~ (k4 1)/090 Bi(t +1) - By(®)]dt  Bl(a) = kB (2)
= (k+ 1)/Ozktk1dt

= (k+1)2"
Fiir £ € N gilt damit By 1(i + 1) — Bry1 (i) = (k +1)d*

Durch Summieren iiber 7 von 1 bis n erhalt man

n

> [Brgr(i+1) = Bea(i)] = (k+1)[1+2F+3F 4+ ... nF]

i=1

Bryi(n+1) = By (1) = (k+1)) i
=1

- Bii1(n+1) — By (0
;Zk = Ben kJ)rl t1(0) Bi41(0) = Biya
n+1 1
- /0 By (1) dt [Bu@)ds = A Bala)

Das Ergebnis stimmt mit

sem) = 7 175 ) Bonr 04 4 (T B DF (M3 ) Batnr 1R (U5 ) Balnr 12+
S+ (kzl)Bk(n—f— 1)]  iiberein. B| = —%
T © Roolfs
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1 Bernoulli-Polynome Symmetrie

0,15 -
BQ($)

0,10 -+

0,05 -

-0,05 -

1 1
Die Bedingung / By_1(x)dz = 0 ist wegen / Bj_1(x)dz = %(Bk(l) — By(0))
0 0

dquivalent zu By (1) = By(0) k=23,...

Die Bernoulli-Polynome erfiillen die Symmetrieeigenschaft By(z) = (=1)*B,(1 —x), k=0,1,2,...

Beweis durch vollstédndige Induktion
n = 0 erfillt

W
B
—

8
N—

I

(—=1)FBi(1 — =)

1 1
— /OBk(:c)d:c = /O(—l)kBk(l—:c)d:c

1

0
1
= _k+1(_1)k+1Bk+1(1 —CC) 0

Folgerung (z =0): By =0 fiir k ungerade.

T © Roolfs
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1+ Bernoulli-Zahlen

In mathematischen Skripten werden in der Regel moglichst kurze Wege beschritten,
auch wenn das dem Verstédndnis hdufig nicht immer zutraglich ist.
So werden z.B. die Bernoulli-Zahlen als Koeffizienten einer Taylorreihe definiert werden.

x > zF
= B —_—
e’ —1 kz—o Rl

Die rekursive Darstellung der By soll hergeleitet werden.

oo k
x = (e —1) ;Bk% mit (e* — 1) multipliziert
X .n 0 k ®  n
x x ",
= Z Pl ZB’“E e’ = Z ) eingesetzt
n=1 k=0 n=0
N e
1 = Z — ZB"CF durch z dividiert
nm k=0 ’
= Z @ +1 Z k Umformulierung
oo [ee] [ee]
-y ¥ ,MH "t D an -y b=, > anby=
m=0n+k=m n=0 k=0 m=0n+k=m
= ) e > > arbm-t
m=0 k=0 k' m k + 1 m=0 k=0
(oo} m
1 1 1 (m +1)! 1
mz::o kz:%( k)M Mm—k+ D! K(m—k+ 1) (m+1)

(m + 1) 1
k) (m+1)!
Nun fithren wir einen Koeffizientenvergleich durch.

Der Vergleich der konstanten Terme ergibt By = 1.
Der Term in den eckigen Klammern muss fiir m > 1 gleich null sein:

i m+1 .
Z( / )Bk—O
k=0

Das ist die rekursive Gleichung zur Bestimmung von B} aus By bis Bj_1.

1 1 1 1
B0:17 B1:_§7 32:67 B3:07 B4:_@7 B5:07 B6:57

T © TRoolfs
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1+ Potenzsummen

Die Formel fiir sz soll nochmals hergeleitet werde.
=1

Mit Hilfe der geometrischen Summenformel gilt

1— e(nJrl):v e(nJrl)a: -1 T

n
T

Ze g g .

, 1—e® T et —1

=1

und mit den Reihenentwicklungen eingesetzt:

o0

1=

n—l—ll‘"1 . — B e (n+1)"*'B
Z i+ 1) ;}ﬁxm - ; 2 (i+1)!m!mx

i+m

'] (n+1)k—m+1Bm
N Z::Z G O

(k:’;l) (n+ 1)k—m+1 Bmi| 1 ok

(k+1)!

_ i[%ﬂi(!@ll)(n_’_l)karle]%xk

k=0 m=0

Andererseits gilt

n n
E el$ —

i=0 i=0 k=0 ’ k=0 i=0

Nun folgt durch Koeffizientenvergleich die Potenzsummenformel, k& > 1.

k
’f+1)( k—m-+1
Z n+1) By,
k m_()( m
1 [<k
k+1

DB+ 1+ + (7 Ban+ 1+

’““)B (n+ 1)F1 ¢ (’““)33(714r k=24

2

o+ (kzl)Bk(n +1)]

T © TRoolfs
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