Satz von Taylor

gY

Wenn (1 (z) in einer Umgebung U von zq existiert, dann gilt fiir jedes z € U

/ " (n)
f(x) = f(xo) + ! (19!60) (x — o) + ! ;TO) (x—x0)%+ ... + / n(!wo) (x —x0)" + R(x)
| R(z)| < max ‘ ") (v — xo)" ‘ zelU oder
ey | (nt1)! 7
|R(z)| < %M—xowﬂ, zelU mit |f("+1)(x)| <M aufU

Wenn f ("H)(x) in einer Umgebung U von 0 existiert, dann gilt fiir jedes x € U

f/(O) x4+ f”(O) $2 4+ o+ f(n)(o) x”+R(:C)

flx) = f(0)+

(n+1)(2)
|R(z)| < max | ——y=a"t |, relU oder
el (n+1)!

|R(x)| < % |z |t zelU mit [ (z)| <M auf U
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Taylor-Entwicklung

wigs

Gegeben ist die Funktion f(z) =e?.

Berechnen Sie das n-te Taylorpolynom T,,(x) und die Taylorreihe fiir die Entwicklungsstelle z¢ = 2.

Geben Sie eine Abschétzung fiir den Fehler von T,,(x) zu f(z) an und zeigen Sie,

dass f auf R durch ihre Taylorreihe dargestellt wird.

Wie grof} ist mit dieser Abschétzung die maximale Abweichung bei der Approximation mit T5(x)
auf dem Intervall 1 < x < 37

Wie grof} ist der tatsdchliche Fehler an der Stelle 1 = 3 von Th(z) zu f(x)?

Bis zu welcher Ordnung muss man hier approximieren, um einen Fehler zu erhalten,
der auf dem Intervall 1 < x < 3 kleiner als 10~ ist?

>
x

Die Umgebung von zy wurde hier vergréfiert.
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Taylor-Entwicklung

wigs

Gegeben ist die Funktion f(z) =e?.

a) Berechnen Sie das n-te Taylorpolynom 7),(z) und die Taylorreihe fiir die Entwicklungsstelle zy = 2.

"z " (n)(p
T(w) = fa0) + 20 (o )+ LU o g2 g T e
f'(@) = 3e?
n 1\n 3
FM(@) = (3)"e®
2 1 2 1 2 1 2 1 2
To(z) = e® +3e* (2 —2) + ga5e® (=2 + g3ge® (2 —2)° + ... + 35 5e3 (2 —-2)"
2 1 2 1 2 1 2 2
T(x) = 63+§€3($—2)+1_863($—2)2+m63($—2)3+ v FEmoget (=2 + .

b) Geben Sie eine Abschiitzung fiir den Fehler von T),(x) zu f(z) an und zeigen Sie,
dass f auf R durch ihre Taylorreihe dargestellt wird.

(n+1)
ym@|gm%(imﬂ%4x—%wﬂ, zel
ze
M n . .
[R@)| < gimple—w [, 2eU mit D (z) <M auf U
5

|R(z)| < ‘ m (x—2)"+ | x € U, r rechte Grenze von U

Die rechte Seite konvergiert offensichtlich fiir n — oo gegen null.
Beachte: e” ist monoton steigend.

Wie grof} ist mit dieser Abschétzung die maximale Abweichung bei der Approximation mit T(x)
auf dem Intervall 1 <z <37

1
|R(z)| < | {55 (v —2)% | < 0,0168 ze[l,3]

Wie grof} ist der tatsdchliche Fehler an der Stelle 1 = 3 von Th(z) zu f(x)?
| f(3) = T>(3)| = 0,013

c) Bis zu welcher Ordnung muss man hier approximieren, um einen Fehler zu erhalten,
der auf dem Intervall 1 < z < 3 kleiner als 3 - 10~% ist?

e —4
3 (1)l < 10

n=4 (Probieren)
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Taylor-Entwicklung

Gegeben ist die Funktion f(x) = cos %

a) Berechnen Sie das n-te Taylorpolynom T),(z) und die Taylorreihe fiir die Entwicklungsstelle xg = 1.

b) Geben Sie eine Abschiitzung fiir den Fehler von T),(x) zu f(z) an und zeigen Sie,
dass f auf R durch ihre Taylorreihe dargestellt wird.
Wie grof} ist mit dieser Abschéitzung die maximale Abweichung bei der Approximation mit T(x)
auf dem Intervall 0 < z <27
Wie groB ist der tatséchliche Fehler an der Stelle 1 = 2 von Ty (z) zu f(z)?

¢) Bis zu welcher Ordnung muss man hier approximieren, um einen Fehler zu erhalten,
der auf dem Intervall 0 < x < 2 kleiner als 3 - 107 ist?

YA

f

2 1 1 2 N e
T

2

Die Umgebung von zy wurde hier vergréfert.
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Taylor-Entwicklung

Gegeben ist die Funktion f(x) = cos %

a) Berechnen Sie das n-te Taylorpolynom 7),(z) und die Taylorreihe fiir die Entwicklungsstelle zy = 1.

/ " (n)
@) = S0+ T e o) + P @ T oo
fl(x) = —% sin%
f"(@) = ~(3)"cos §
(@) = (5)°sin g
(_1)(n+1)/2(%)"sin% n ungerade
f ()
(_1)n/2(%)"cos % n gerade (hier iiberfliissig)
To(z) = cos%— %sin% (z—1) —%cos% -(m—1)2+4—188in% (z =123+ ...

b) Geben Sie eine Abschétzung fiir den Fehler von 7),(x) zu f(z) an und zeigen Sie,
dass f auf R durch ihre Taylorreihe dargestellt wird.

|R)) < max | L0 (@ - g U

z)| <max | 7V (x —x9)"" |, T €

Jpisss (n+1)!

|R(z)| < %M—xowﬂ, zelU mit ‘f("“)(xHSM auf U
—1 n

|R(z)| < ‘2”+1(n+1)! -1, seu

Die rechte Seite konvergiert offensichtlich fiir n — oo gegen null.
Beachte: |sinz| <1, |cosz| <1

Wie grof} ist mit dieser Abschétzung die maximale Abweichung bei der Approximation mit T5(x)
auf dem Intervall 0 < x <27

[R@)| < | gg@—1%| <0021, ae0,2]

Wie grof} ist der tatsdchliche Fehler an der Stelle 1 = 2 von Th(z) zu f(x)?

| f(2) —T»(2) | = 0,012

c) Bis zu welcher Ordnung muss man hier approximieren, um einen Fehler zu erhalten,
der auf dem Intervall 0 < z < 2 kleiner als 5 - 1075 ist?

S S -5
51y <o 10
n=>5 (Probieren)
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Taylor-Entwicklung

Gegeben ist die Funktion f(x) = sin 2z.

a) Berechnen Sie das n-te Taylorpolynom T),(z) und die Taylorreihe fiir die Entwicklungsstelle xg = 0.

b) Geben Sie eine Abschiitzung fiir den Fehler von T),(x) zu f(z) an und zeigen Sie,
dass f auf R durch ihre Taylorreihe dargestellt wird.
Wie grof} ist mit dieser Abschéitzung die maximale Abweichung bei der Approximation mit T3(x)
auf dem Intervall —0,5 < x < 0,57
Wie groB ist der tatséichliche Fehler an der Stelle 21 = 0,5 von T3(x) zu f(x)?

¢) Bis zu welcher Ordnung muss man hier approximieren, um einen Fehler zu erhalten,
der auf dem Intervall —0,5 < 2 < 0,5 kleiner als 2 - 1073 ist?

YA

]Y

Die Umgebung von zg wurde hier vergrofert.
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Taylor-Entwicklung

Gegeben ist die Funktion f(x) = sin 2z.

a) Berechnen Sie das n-te Taylorpolynom 7),(z) und die Taylorreihe fiir die Entwicklungsstelle zy = 0.

/ " (n)
1! 2! n!
flz) = sin 2z f(0) =0
f'(x) =  2cos2x f(0) =2
f(z) = —2%sin2x 17(0) =0
f"(x) = —23cos2x () = —23
(—1)(+3)/2 97 cos 2 n ungerade
F ()
(—1)("+4)/ 29 gin 2 n gerade (hier iiberfliissig)
To(z) = 2z — %x3 + %x‘r’ - %aﬂ

b) Geben Sie eine Abschétzung fiir den Fehler von 7),(x) zu f(z) an und zeigen Sie,
dass f auf R durch ihre Taylorreihe dargestellt wird.

(n+1)
|R(z)| < max Tlgf)x”“ : xelU oder
zeU ’
|R(z)| < %mwl, zeU mit M = 27!

Die rechte Seite konvergiert offensichtlich fiir n — oo gegen null.
Beachte: |cosz| <1

Wie grof} ist mit dieser Abschétzung die maximale Abweichung bei der Approximation mit T3(x)
auf dem Intervall —0,5 < x < 0,57

[R()| < | 3ot < 0002

Wie grof} ist der tatsdchliche Fehler an der Stelle 21 = 0,5 von T3(z) zu f(x)?

| £(0,5) — T5(0,5) | = 0,008

c) Bis zu welcher Ordnung muss man hier approximieren, um einen Fehler zu erhalten,
der auf dem Intervall —0,5 < z < 0,5 kleiner als 2 - 1073 ist?

antl 1 _
oy 05" = Gy < 20107
n=>5 (Probieren)
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