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+ Koordinatentransformation
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Die Koordinaten eines Punktes z.B. C seien (z,y) beziiglich der Basis €, €;
und (u,v) beziiglich der Basis by, bs.
Es gilt dann
€| + yep = ugl + 1)52 *
l;l = 11€] + 49165 Die Basiselemente b; werden als Linear-
52 = @12€] + A92€h kombination der €; dargestellt
ZL'51 + yé} = ua11€1 + ua21§2 + va12§1 + va22€2 und in * eingesetzt.
= (UCLH + vais 51 + (ua21 + U(Igz)éé
z Y
T = uai; + vajs
Y = UGo1 + Vas Beachte die Reihenfolge gegeniiber der gi—Darstellung.

<$> (an - ) <u>
“\a a v Lo
4 Basis €7, € 2 22 Basis by, b
bl = 2,551 + 52

. B . 3 25 —1 2
bg = —e+ 1,562 5 = 1 15 9
Basis €71, €5 ’ Basis (;1, 52
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+ Metrische Matrix

l‘Q—

QL

Der Punkt C' hat beziiglich der kanonischen Basis €}, é; die Koordinaten (zi,z3) = (3,5).
Beziiglich der Basis by, by lauten die Koordinaten (yi,y.) = (2, 2).
Auch mit diesen Koordinaten kénnten Léngen, Winkel und Fliacheninhalte ermittelt werden.

. . . . 2,5 . —1
€ = y1b1 + yaby by = 1 by = 15
Basis €71, €5 "/ Basis €1, €

@] = ve*

e = (ylgl + y252) : (ylgl + yQZ;Q)
= ylylglgl + yly25152 + y2y15251 + y2y25252

) b1b1 b1b2 Y1 g11 gi2
¢ = (yy)| . metrische Matrix
Y2 Basis b1, be (metrischer Tensor) g1 922

725 —1\/2 12,5
c&? = (2,2) 9 =22 4] =3 = |¢] = /34

Basis by, bo
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+ Parallelogrammfléache

Wiederholung:

h=y/I 52 = |52 -(cosa)?

o
o)
]
n
Q
ST

AParallelogramm = ‘ 6‘ \/| b |2 - | b ‘2 ~(cosa)2

AQ

Parallelogramm — ‘ a ‘2 ’ ‘ b |2 - | a |2 ) | b |2 '(COSOZ)2

N

= (af + a3 +a3) - (b7 + b3 + b3) — (a1by + azbs + asbs)?
= ... Klammern auflésen, umordnen

= (agbs — agho)? + (asby — ar1bs)? + (a1by — azby)?

=(axb)

= AParallelogramm = ‘ axb |

a= 3/151 +3/252
b= 2151 -1—2252
|(7>< g| = |(y151 —I—yggg) X (Zlgl—f-ZQEQ) | =...= |y12’2—y221 ||51 X 52|

U =2 =2 S > \2
‘61ng|:\/bl 'bg —(blbz) *
= V91192 — gt

insgesamt erhalten wir

S

\ = |3/122 — Y21 |\/911922 - gfz

AParaHelogramm = [ax

T © Roolfs
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+ Tensoren

Die Begriffe Vektor und Matrix werden mit dem Begriff Tensor verallgemeinert.
Ein Tensor der Stufe k im R™ ist ein n*-Tupel (Anordnung von n* Zahlen).
Die Anordnung (nebeneinander, untereinander, rechteckartig, ...) ist dabei unerheblich.

Der Tensor der Stufe 1 im R? ist ein Vektor.

Der Tensor der Stufe 2 im R? besitzt 32 = 9 Elemente.
Fiir die Anordnung als Matrix werden 2 Indizes verwendet.

Der Tensor der Stufe 3 im R? besitzt 3% = 27 Elemente.
Fiir eine wiirfelartige Anordnung werden 3 Indizes verwendet.

Der Tensor der Stufe 3 im R* besitzt 4% = 64 Elemente.
Es werden 3 Indizes verwendet, die jeweils von 1 bis 4 laufen.

Die Lokalisierung der Zahlen soll am Beispiel eines Tensors der Stufe 2 im R3
gezeigt werden. Hierzu multiplizieren wir distributiv aus (wie bei einem Skalarprodukt):

(a1€1 + az€h + aze3) ® (a1€1 + a2 + az€3) =  a101€) ® €1 + 410261 @ € + a1a3€) @ €3
(SpI‘iCh ,,mal im Kreis“) + a2a1§2 & 51 + a2a2€2 & 52 + a2a3€2 & 53
(oder ,,TGHSOI‘“) + a3a1€3 (059 51 + a3a2€3 X 52 + a3a3€3 &® 53

= C11€1 ® €1 + €1261 ® €3 + 1361 ® €3
+ 62152 X 51 —+ 02252 X 52 —+ 02352 & 53

+ 3163 @ €1 + 3263 @ €2 + €3363 @ €3

Die 9 Produkte ¢; ; konnen nun durch ihren von €; ® €; bestimmten Index unterschieden werden.
Die Elemente €; ® €; sind als Basis eines 9-dimensionalen Matrix-Vektorraums vorstellbar.

C11 51 &® _)1 + C12 51 X 52 + e + C33 53 & _)3
1 00 010 0 00 C11 C12 C13

Wir sind nur an den Komponenten c;; interessiert.

T © Roolfs
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+ Tensoren

2 Vektoren a = a1€1 —+ a2€2 -+ a3€3, _{;: blél + 6252 + 6353
wird durch das Tensorprodukt @ ® b die Matrix

aiby  aiby aibs t11 tiz ti3
T = | agbi agby asbs | = lor  lo2  to3 kurz T;; = a;b;
asby asby asbs t31 32 133

zugeordnet.

Fiir einen Tensor der Stufe 2 im R* bilden wir:
((7,151 + azgg + a3€3 + a4€4) ® (blgl + b2€2 + 6353 + 6454) = Tij = aibj

Es sind alle moglichen Produkte zu bilden.
Die Indizes 1, j laufen nun jeweils von 1 bis 4.

Fiir einen Tensor der Stufe 3 im R? bilden wir:
(a1€1 + az€s + az€s) @ (br€y + baes + bses) @ (c1€1 + ca€s + c3€3) = Tijp = a;bjcy

Die Indizes 1, 7, k laufen nun jeweils von 1 bis 3.

Einstein schrieb a;€; + a2€5 + as€s + a4ey mit hochgestellten Indizes a'é) + a?é; + a®e; + a*é,
und kiirzte die Summenschreibweise mit a’e; ab, wobei {iber unten und oben gleich benannte
Indizes zu summieren ist.

n=4

Im R* bedeutet x; = g;; - 2/ daher z; = Zgﬁ cw) =gyt + goi - P+ g3 - 2P 4 ga -
j=1

T © Roolfs




+ Drehung um den Ursprung

A\

N\

— 3k

€1 = a11€1 + as € 1

— %k

€2 = G12€1 + G226 ok~

|
I
(x) (an a2 )(u) } *********
= \
Yy Q a v Lok 1
21 22 Basis el*, & } 3
\
1

T cosa —sina U
Y L sina@  cosa v Lok
Basis €7, €5 Basis é7, é5

Die 1. Spalte der Matrix enthilt die - und y-Koordinaten von €7,
die 2. die von €5 . Mit der inversen Matrix erfolgt die Umkehrung.

u cos Sin« T
vl ~ —sina  cos « Y

T © Roolfs




+ Orthogonale Matrix

Bei der Drehung um den Ursprung

U cosa sina T

vl —sina cosa Y
wird die inverse Matrix fiir die Umkehrabbildung lediglich durch Transponieren gebildet.
Das ist unmittelbar einzusehen. Fiir o wird in die trig. Funktionen —« eingesetzt, beachte

cos(—a) = cos(a), sin(—a) = —sin(a).

Fiir eine zweite Begriindung werden die Skalarprodukte ¢é; - €; distributiv ausgerechnet

und bedacht, dass Orthonormalbasen vorliegen.
Der Zusammenhang A7 A =&, d.h. A7 = A~!, ist dann zu sehen. A ist orthogonal.

— %k

€1 = a11€1 + as €

— %k

€2 = Q12€1 + Q2269

€] - €1 = anai + asnag =1
€y €2 = Q1212 + Q22092 = 1

€] - €2 = a11a12 + ag1a92 = 0 = €3 - €]

T © Roolfs




+ Koordinatentransformation bei einer Drehung

N\

=

A

U

% — -
€1 = a11€1 + az€s

— %

€2 = 1261 1+ G22€2

X1 a1 Q12 xt
= 2
L2 .o o\ Q21 Q2 z L x
Basis €1, €5 Basis €7, €3
) cosa —sina \ [ 2!
T2 sina  cos« x?

r = &111’1 + (112.1’2

To = azlxl + agsz < T; = Q;pT

Wir gehen von einem (2!, 2?)-Koordinatensystem aus und rechnen die Koordinaten
fiir ein (x, y)-System um. Die einsteinsche Summenkonvention ermoglicht eine kompakte
Schreibweise der Transformationsgleichungen.

T © Roolfs
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+ Tensoren in der Physik

g
&

Komplexere physikalische Groflen wie die Spannung in einem Bauteil werden mit Tensoren
erfasst. Der Tensor 7 (x,y) bezieht sich auf die Basis €, é, da er deren Koordinaten enthélt.
T*(u,v) bezieht sich auf €}, €. Wir haben uns hier auf orthonormale Basen beschrinkt.

Die Matrix 7 (in Bezug auf eine Basis) beschreibt nur dann eine tensorielle Gréfie, wenn 7 und 7*
(beliebige andere Basis) dasselbe aussagen. Wie kann das tiberpriift werden?

€1 = aji€e1 + asé2 A an Q12 T t t
ok - - o ’ o 21 422
€y = 1261 + A22€2 G21 (22 =t

U a1 a1 x x a1l a2 U
= 5 =
v Lk Q12 Q22 Yy . Y oo Q21 G2 v Lk Lk
Basis é7, €5 Basis é7, €5 Basis €7, €5 Basis €7, é5

Nachzupriifen wére

u u
T <U> = ATTA<,U>
Basis é’l*, 52*

Auf der rechten Seite werden die u, v-Koordinaten zunéchst in die x, y-Koordinaten
transformiert, die dann vom Tensor 7 abgebildet werden.
AnschlieBend erfolgt die Riicktransformation in die u, y-Koordinaten.

ATTA (a11t11 + agiter)ary + (ar1ti2 + agites)as; (a11t11 + agitor)ars + (ar1tia + agrtos)as

(@12t11 + agator)ars + (ar2ti2 + agates)as; (a12t11 + agator)ars + (aiatia + agatos)as

Mit der einsteinschen Summenkonvention lautet die Bedingung: ’7;;‘ = akialekl

T © Roolfs
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+ Tensoren in der Mathematik

Mit einem Tensor der Stufe 2 (z.B.) im R? mochte man die Matrizen

mit der Transformationseigenschaft wie in der Physik erfassen.
T bezieht sich auf eine Basis. Die mathematische Definition ist basisfrei.
Gleich wird ersichtlich, wo geeignete Matrizen in der Mathematik auftauchen.

Betrachten wir eine bilineare Abbildung ®: V x V — R.
Jedem Vektorpaar (a@,b) wird als Bild @ ® b zugeordnet.
Da die Abbildung linear in jeder Variablen ist, konnen wir distributiv (“jeder mit jedem*) rechnen.
((7,151 + a2€2) ® (6151 + 6252) = a161 51 ® 51 + albg 51 X 52 + agbl 52 & 51 + agbg 52 ® 52
= a;bj€; ® €
Um weiterrechnen zu kénnen, miissen die Werte €; ® € bekannt sein.
Man trégt sie iibersichtlich in eine Tabelle ein, ¢, ; = €; ® €;.

tll t12
T = <t21 t22>
Es soll untersucht werden, wie sich diese Matrix bei einem Basiswechsel verdndert. Die Abbildung
bleibt davon unberiihrt, gleichgiiltig, mit welcher Basis das Argumentenpaar dargestellt wird.

Fiir den Basiswechsel
€1 = Q1161 + az1€2 ( 1 12)

%

€2 = (12€1 + A22€3

rechnen wir distributiv aus:
N ok - - - SN
€1 @€ = (a11€1 + a2162) @ (a11€1 + a2163) = (arntin + azitor)an + (anntiz + agites)an

—% —%k — — — —

€1 ® €y = (a11€1 + a2162) @ (a12€1 + a2€s) = (a11t11 + asiter)ars + (ar1ti2 + aston)ass
—k —k

e; X €; = akialjtkl

Das ergibt die Koeffizienten-Matrix der bilinearen Abbildung fiir die Basis é;.
T = A"TA = aga; T

Eine bilineare Abbildung (verallgemeinert multilineare) Abbildung heifit Tensor.

Zu einer gegebenen Basis gehort die Matrix 7, die auch als Tensor bezeichnet wird.

Eine bilineare Abbildung ist bei gegebener Basis €; eindeutig durch die Werte €; ® €; festgelegt.
Werden umgekehrt zu einer gegebener Basis € Werte 7% vorgegeben und transformiert sich 7%
bei einer Koordinatentransformation gemif8 7* = ATTA, so ist die Abbildung bilinear.

T © Roolfs
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+ Bilineare Abbildungen (Tensoren)

Die Schreibweise fiir Vektoren wurde hier gedndert.
Es werden nur orthonormale Basen berticksichtigt.

1. R*xR3 — R
(a,b) — a®b=a-b=ab; beziglich der kanonischen Basis ey, e, e3
Summation iiber 7

Das Skalarprodukt ist unabhéngig von der Basis, a - b = |a||b|cos(Za,b).

(a1€e1 + azes + azes) @ (byey + bres + bses) = a;bje; ® e;

Summation iiber ¢ und j
Ein Vergleich mit dem Skalarprodukt ergibt die Koeffizientenmatrix
beziiglich der kanonischen Basis, e; ® e; = 0 ;.

1 0 0
T = 0 1 0
0 0 1
2. Seien f(x) =a-x und g(y) = a -y lineare Abbildungen, R* — R.

Damit kann eine bilineare Abbildung (siehe 1.) zusammengesetzt werden.

R?xR® — R
(x,y) — z®y=f(x) g(y) =abjz;y;  bezliglich der kanonischen Basis e, ez, e3
Summation iiber ¢ und j
(x1€1 + T2€9 + T3€3) @ (Y1€1 + Y202 + Y3€3) = T,y €, D €;
Ein Vergleich ergibt die Koeffizientenmatrix beziiglich

der kanonischen Basis, e; ® e; = a;b;.

a161 a1b2 albg
T = a2b1 agbg agbg :Cl,'bT

asby asby asbs

Die Beispiele verdeutlichen noch einmal, wie eine bilineare Abbildung ®: R3 x R? — R
durch 9 Basisprodukte e; ® e; festgelegt (charakterisiert) ist.

T © Roolfs
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+ Bilineare Abbildungen (Tensoren)

Werden umgekehrt fiir eine Abbildung @: R? x R? — R
die 4 Basisprodukte e; © e; = t;; vorgegeben, so ist

RZxR2 — R
(x,y) — TOyY=ziYity

linear fiir jede Variable, wenn « und y als Linearkombination der e; dargestellt werden.
Fiir jede andere Basis e; muss e; © e; = aya;;ty (= ti;) sein,

*

e; = aj1€1 + az1€-

*
€y = G12€1 t+ G2€>

damit eine (basisunabhéngige) bilineare Abbildung vorliegt.

Bewelis

*
a Qa
i B 11 G2 T o (7 = )
* - T nit+n 1 T mirJm
T2 o w x Q2 Aa22 T2 .
Basis e7, es Basis ey, es
b b

Es wird gezeigt, dass die Funktionswerte unabhéngig von der Basis identisch sind.

Xk * * * *
TQY = x;€ DY; €5 =TiYj Qgia;ly

= Qi Ty Qynj Yom ki A1 Eai 64 Summanden, fiir jeden freien Index Faktor 2
Freie Indizes miissen umbenannt werden.
= Qp; Qi Qi Q1j T, Yo Lhl jeweils 4 Summanden, beachte AA~! = &
S~ ——
5nk 5ml
= Ok Ot Ym i = TiYstij d;; nur bei gleichen Indizes 1 sonst 0
Lk Yi
= Ti€; D Y;e;
O
ai; a2
A =
a1 Q22
a1 a; + ajpaip =1 0
AA™L =
0 21021 + Q2202 = 1
2 _ 2
Q51 = Q79

Die Aussage kann auf Abbildungen ©: R” x R" — R
in naheliegender Weise verallgemeinert werden.

T © Roolfs
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+ Wat is'n Tensor?

Eine quadratische Matrix (hier n = 3) ist ein Tensor mit der Basis e, e, es,
(es werden hier nur orthonormale Basen betrachtet) wenn in ihr der Bauplan
fiir eine Abbildung

R3xR* — R
(x,y) — T(x,y) (je 2 Vektoren wird eine reelle Zahl zugeordnet)

enthalten ist, die folgende ansprechende Eigenschaften hat (denke an das Skalarprodukt):

1. T ist linear fiir jede Variable, T(xy+x2,y) =T (x1,y) + T(22,y)
T(kx,y) = kT(x,y)
Entsprechendes gilt fiir y.

2. Die Funktionswerte T'(x,y) hdngen nicht
davon ab, mit welcher Basis & und y
dargestellt werden.

3. Die Matrix enthélt die Funktionswerte
tij = T'(e;, e;) fiir alle moglichen Basispaare.

Fiir die Abbildung T ist die Schreibweise T'(x,y) =  ® y vorteilhaft.

Rechnen wir einen Funktionswert aus:

TRY = (xlel + x9€9 + :Cgeg) (059 (y1€1 + yo€9 + y3e3)
= ry1e1 Qe+ Tiyse; D es + ... (“jeder mit jedem*“)

= T1Y1t11 + T1y2li2 + ...

Werden x und y mit einer anderen Basis e, es, es dargestellt,
so kann die Matrix 7 an die neue Basis mit 7* = AT T A angepasst werden.
Hierbei transformiert A die e; - in die e;-Koordinaten.

T © Roolfs
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+ Tensorprodukt

Eine Bilinearform
R2xR? — R
(x,y) — z®yY
TR Yy = (.%'161 + .%'282) X (y161 -+ yzez)

= T1)1€e1 Qe +T1y2e1 @ ey + Toy162 K €1 + ToYyres ¥ €9

ist mit einer Basis e; und 4 Werten ¢;; = e; ® e; festgelegt.
Fiir eine Multilinearform R?® x R* x R® — R sind es 27 Werte e; ® €; ® ey.

Es soll nun gezeigt werden, dass die e; ® e; eine Basis eines Vektorraums

(des Tensorprodukts R* ® R? ) bilden, denen die Werte ¢;; noch zugeordnet werden miissen.
Von der Bilinearform wird also der stets gleichartige distributive Rechenteil

von der Zuordnung der die Bilinearform charakterisierenden Werte abgetrennt.

R? ® R? wird sich als Vektorraum V der 2 x 2-Matrizen erweisen.
Wir benétigen die bilineare Abbildung ® von R? x R? nach V.

R? x R? — R2¥2

(,y) — zRy=xy’ Matrizenoperationen (y; + yo)?

=yi +y;

Die folgenden Beispiele verdeutlichen den Zusammenhang.

oo == (1) ==() v ()
1 O ) 2 1 ) o Yy Yo

1 0 0 1 T1Y1  T1Yo2
e e = 0 0/ e ®ey = 0 0/ TRY = ToUr o

Die e; ® e; bilden eine Basis von V. Wir wechseln die Basis in R2.

() == ()
v g v g
A >~
1 -1 0 1 0 0 0
v QU = 1 1) V1 QU = 0 1) V2 QU = 1 -1 ) V2 Q Uy = 0

e = v+ v
e +ey, = 'Ul—|-2’02

e1® (e +e) = (v +v2) @ (v1 + 2v9)

1 1
:'v1®v1+2v1®v2+v2®v1+2v2®v2:(O )

T © Roolfs
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+ Tensorprodukt Basen

(o) == ()
e = , ey =
o >~
1 0 0 1
erRe = 0 0/ e ey = 0 0

Die e; ® e; bilden eine Basis von V. Wir wechseln die Basis in R2.

() == ()
v — v —
L >~
1 -1 0 1 0 0 0
v QU = 1 1) V1 QU = 0 1) V2 QU = 1 -1 ) UV Q Uy = 0

Die v; ® v; bilden auch eine Basis von V.

Begriindung

Die e; lassen sich jeweils durch eine Linearkombination der v; darstellen.

Bildet man nun die Tensorprodukte e; ® e; mit den Linearkombinationen der v;,
so erhélt man fiir die Basiselemente e; ® e; Linearkombinationen der v; ® v;.
Da die Anzahlen der e; ® e; und v; ® v; tibereinstimmen, folgt die Behauptung.

Ohne math. Nutzen, jedoch méoglicherweise hilfreich fiir die Anschauung:

Da wir uns im Raum der 2 x 2-Matrizen bewegen, konnten den Vektoren

a= (a1> und b= (bl> die Matrizen
(05} bg

1 aq aq 1 bl bl
A= 7 P bzw. B = 7 by by zugeordnet werden.

a1b1 a1b1
Es wire dann jedenfalls a® b= ABT = .
ang a2b2

T © Roolfs
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+ Tensorprodukt Eindeutigkeit

Jede bilineare Abbildung

R2xR? — V
(@, y) — f(z,y)
= [((z1e1 + 22€2), (y1€1 + yoe2))
= 2y f(e1, er) + z1ys fer, ex) + 2oy fes, e1) + ays f (e, €3)

in einen Vektorraum V' kann mit dem Tensorprodukt zerlegt werden:
RZxR? — RZ@R? — V
(,y) — zYy — nyf(er®er)+ iy f'(€1® er) + zay f'(es ® er) + xays f'(€s ® es)
mit f’(ei X ej) = f(el-, Ej)

Durch diese universelle Eigenschaft ist das Tensorprodukt (bis auf Isomorphie)
eindeutig bestimmt.

Nehmen wir an, es gelte fiir jede bilineare Abbildung f:
R2xR? — R2QR? — V
(,y) — zoy — nyif(e10er) +a1y2f'(€1 @ er) + xayi f'(e2 @ er) + zay2 ['(€2 © €2)
mit  f'(e; © ;) = f(e;, €;)
dann ergében sich fiir
f'lei0ej) = f(ei e;) = eie]

4 Basisvektoren des Matrizenraums V.

Aus /\161@61+/\261®62+/\362®61+/\462®62 =0
folgt A f'(et@er) +Xaf'(et@er) +Asf'(exer) + M\ f'(ex@ey) =0
und damit Ao =0

Der Vektorraum R? @ R? ist daher 4-dimensional und somit isomorph zu R? @ R?.

R™ x R™ — Roxm
(,y) — zRy=zy’ erzeugt das Tensorprodukt R™ @ R™
T © Roolfs
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+ Tensorprodukt R? ® R? ® R?

Eine Bilinearform
RZx R?2xR? — R
(m,y,z) —>£B®y®z
TRYRz = (r1€1 +T2€2) ® (y1€1 + Yo€2) @ (21€1 + 22€9)

= ny1z1e1 Qe e +r1y120e1 Qe Des+ ...

ist mit einer Basis e; und 8 Werten ¢;;, = e; ® e; ® e, festgelegt.

Es soll gezeigt werden, dass die e; ® e; ® ey, eine Basis eines Vektorraums

(des Tensorprodukts R? ® R? ® R?) bilden, denen die Werte ¢;;;, noch zugeordnet werden
miissen. Von der Bilinearform wird also der stets gleichartige distributive Rechenteil

von der Zuordnung der die Bilinearform charakterisierenden Werte abgetrennt.

R? ® R? ® R? wird sich als Vektorraum V der 2 x 4-Matrizen erweisen.
Wir benétigen die bilineare Abbildung ® von R? x R? x R? nach V.

R?2 x R? x R?2 —» R2x4

(x,9,2) — zRyRz=zy'A
z1 0 2z 0
mit A = ' ?
0 21 0 Z9

T1Y121 T1Y221 T1Y1R2 9513/222>

TalY1Z1 T2Y221 T2Y1R2 T2Y222

Die (naheliegende) Wahl von A wird durch
TRYRz=xy’A= (

bestétigt, beachte
1Yt T1Y2
TRY = .
T2Yr  T2Y2
1 0
Fiir elz(>, 62:() sind
0 1

1 0 0 0 0 0 0 1
egRe e = , e Re ey =
PEEEET 0 0 0 0 PETERT 0 0 0 0

Basiselemente von V.
V' hat die maximale Dimension 8 und somit die universelle Eigenschaft.
Die Anleitung fiir das sukzessive Basteln von Tensorprodukten diirfte ersichtlich sein.

T © Roolfs
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+ Tensorprodukt  mathematische Definition

Seien V, W K-Vektorrdume.

Ein K-Vektorraum 7T mit einer bilinearen Abbildung ¢: V' x W — T heifit ein Tensorprodukt
von V und W, falls ¢ die folgende universelle Abbildungseigenschaft erfiillt:

Zu jedem K-Vektorraum U und jeder bilinearen Abbildung g: Vx W — U

existiert genau eine lineare Abbildung ®4 derart, dass 8 = ®g o ¢.

Schreibe: T'=:V @ W, ¢(v,w) =1 v Q@ w

VxW

[

T

Nach den vorstehenden Uberlegungen diirfte diese Definition sinnvoll erscheinen.
¥4 ordnet den Basiselementen von V' @ W die zugehorigen 8-Werte zu.

B ist hierdurch schon eindeutig festgelegt.

Die weiteren -Werte ergeben sich durch die Linearitét von ®g.

V ® W ist bis auf [somorphie eindeutig bestimmt.

Es gilt dim(V ® W) =dimV dimW'.

Die Definition eines Tensorprodukts lésst sich auch auf Strukturen ausdehnen,
fiir die keine Basis existiert.

T © Roolfs
19



+ Polarkoordinaten




+ Vektoren mit Polarkoordinaten

Um Vektoren (oder Tensoren) in krummlinigen Koordinatensystemen zu erfassen, sind lokale
affine Koordinatensysteme erforderlich. Koordinatenlinien im R? erhélt man, indem von

2 Variablen jeweils eine festgehalten und die zweite variiert wird. Fiir jeden Punkt bilden die beiden
Tangentialvektoren der Koordinatenlinien eine Basis fiir ein lokales Koordinatensystem.

Dieses kann normiert werden, es muss jedoch nicht wie hier orthogonal sein.

coS ¢

;_li 7 COS g_g T COS @ o COS @ o —sinp
FoTdp rsing )’ "oor rsing )’ ' sing )’ v cos

N J/

auf Liange 1 gebracht

Ein Vektor v lisst sich mit diesen Basisvektoren (tangential fir r bzw. ¢ = const)

. — — —
in der Form v= v, e, +v, €,
. . . . — N =
darstellen. Fiir die Umrechnung gilt, siche Drehung um den Ursprung: e, = aq1€1 + as16
— S o
€p, = Q1261 + Q92€9
<I> ap;  ap2 (UT> T = rcosp
a a (Y .= = = 1
Y 21 22 %/ Basis o e y =rsing

T cosa —sina \ [ v,
Y L sin  cos« (9 N
Basis €7, €5 Basis e, e,

Uy cosa  sina T
Uy L ., \—-sina cosa Y L
Basis e, e Basis €71, €

)

T © Roolfs
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+ Gradienten-Basis

In krummlinigen Koordinatensystemen konnen lokale affine Koordinatensysteme neben
Tangentialvektoren auch mit Gradienten gebildet werden. Ein Gradient (Richtung des groBiten

Anstiegs) ist orthogonal zu einer Koordinatenlinie und somit auch zum zugehérigen Tangential-
vektor. Fiir Polarkoordinaten gilt:

T = Trcosp r = /2% + y?

Yy = rsineg Q= arctan%

CoS ¢

or T

Or \/ 2 492 cos
Vr= or | y ~ | sing

dy 2y

dp —Y

or 24y 1 [—sing 3 —sin g
vgp = = = - s vgp =

dy T r Cos @ cos ¢

Ay 22 +y?

Nur in orthogonalen lokalen Koordinatensystemen erhalten wir nichts Neues.

T © Roolfs
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+ Gradienten-Basis

Die Graphen der Funktionen

(z,y) — 7 =Va2+y?

(z,y) — ¢ = arctan%

sind abgebildet, um den Zusammenhang
von Gradienten, grotem Anstieg und Koordinatenlinien
zu veranschaulichen.

© Roolfs
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+ Ko- und kontravariante Basis

Fiir die beiden affinen Koordinatensysteme gilt:
U Uy =0

Ty 07 =0

O -0 =12 cosdb° =1

Ty Ty = /21 cosdb® =

Zusammengefasst (Kronecker-Symbol): @ - 0} = ;5
Nur bei gleichen Indizes ist das Ergebnis 1, sonst 0.

Die duale Basis fiir ein affines Koordinatensystem 51, 52, 53 im R? lautet:

x 52 X 53 % 53 X 51 % 51 X gg
bl — S S S bg — s S S b3 —_ o S =
(bl X bg) . bg (bl X bg) . bg (bl X bg) . bg

Aus den Eigenschaften fiir das Vektorprodukt folgt: b - l;f = 0

Die Orthogonalitét liegt auch bei Tangentialvektoren und den zugehérigen Gradienten vor.

Die beiden Basen werden mit den Begriffen ko- und kontravariant,

die entsprechenden Koordinaten mit unteren, bzw. oberen Indices unterschieden.

Ich verwende diese Schreibweise zunachst nicht.

T © Roolfs
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+ Transformation ko- und kontravarianter Vektoren

=) 2= OO =0 #=0)

— % — —

v = 21)1 — V2

— % — —

Vo = —U1 -+ V2

— % _ — — — k% — %
U1 = a11V1 + a9V | - U1 | - Uy
%k — — % %
Uy = Q12U1 + Q222 | -0r | -

Durch Multiplikation der Gleichungen mit o unter Beachtung der Orthogonalititsbeziehungen
erkennen wir, dass die Transformationsmatrix mit der metrischen Matrix fiir die @; iibereinstimmt.

—% =%k —% %
a1 12 V11 V1 V2 2 -1
Qo1 (22 Vg U1 Vg - V2 —1 1
(a: aix; a2 U
Y - j Q21 @22 v C o o
Basis v, Uy Basis 07, U5

Umgekehrt gilt:

U x 1 1 Uy - U Uy - Vg
= A! AL = Al =
vl y). 12 Uy - Uy T Uy
Basis v7 , U2 Basis v, Uy




+ Ko- und kontravariante Komponenten, Zusammenhang

0‘62* AN AN
S e e
U2 1;\1}2\\ 1)\1}2\\
AN AN
AN AN
AN AN
AN AN
AN AN
% 5 . 5
Yylva| 2~ (x,y) . (u,v) 5] - (u,v)
a— a | a |
A | |
ot} T T
| _{C* |
| |77 | |
\ \
\ \
S % %
u|v (% (%1

Wir untersuchen den Zusammenhang der Komponenten von @

in den beiden dualen Koordinatensystemen.

Die Graphen enthalten auch Langenangaben.

Dem rechten Graphen ist zu entnehmen, wie im (u, v)-System auch die (z,y)-Koordinaten
mit Hilfe senkrechter Projektionen ermittelt werden kénnen.

.%'171 +y172 = a | '171*
T = d '171*
= |d||vy| - cos(@,vy) =
T . — ok
il |@| - cos(d, )

Entsprechendes gilt fiir y (Multiplikation mit oy ).

Zur Begriffsbildung

Wir betrachten den Vektor d. x|#]| ist proportional zur Linge von ¢ (¢; kovariante Basis),
xr . . . . Sk . .

W ist antiproportional zur Linge von ¢ (¥; kontravariante Basis).

T © Roolfs
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+ Vereinfachter Zusammenhang

v FCAN
AN
AN
AN
AN
AN
= N
Yyl 22— e (2, ) y ,* (u,v)
a—- a }
7 171 \
T -~ T
|1 1 |
Z |
I
|
|
— 3k ‘
U1

S

|

5
N
O =
~__

ot

I
7N
— =
~__
N
~__

I

1 = 5 ) Vo =
kartesisch \/5 —1 1

Die x, y-Koordinaten lassen sich nun aus der rechten Grafik direkt entnehmen,
da o] normiert wurde (|7, | = 1). Damit auch wie bisher 0} - ;" = 1 gilt, wurde ¥; angepasst.
Das Vorgehen ist nicht auf das Beispiel beschrénkt.

Betrachten wir einen Vektor als geom. Objekt (Pfeil). Falls die Liange der Basisvektoren halbiert
wird, verdoppeln sich seine Koordinaten. Kontravariante Koordinaten (Hermann Grassmann)
sind Koordinaten, die sich bei einer Koordinatentransformation umgekehrt proportional zum
Skalierungsfaktor der Basisvektoren dndern. Kontravariante Groflen verhalten sich entgegen-
gesetzt zu den kovarianten Groflen, die sich proportional zum Skalierungsfaktor &ndern. Das
kartesische Koordinatensystem ist kontravariant.

In der Physik ist z.B. der Geschwindigkeitsvektor kontravariant. Bei einer Anderung der
Skalierung von Meter auf Zentimeter werden die Komponenten mit 100 multipliziert. Im Gegen-

satz dazu ist in der Einheit von Kovektoren (Dualvektoren) typischerweise 1/Distanz enthalten.
1 1

Die Komponenten dndern sich dann auf dieselbe Weise wie die Skalierung, % = 100 om -

T © Roolfs
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+ Dualitat

Umgekehrt lassen sich die u, v-Koordinaten aus der linken Grafik direkt entnehmen,

V2
U
- (2,y)
a—’
s —
s \Ul
st

(z,y) kontravariante Koordinaten
Parallelprojektion
mogl. Indizes oben

(u,v) kovariante Koordinaten
orthogonale Projektion
mogl. Indizes unten

— 3k
AV2
— % N
v|vy | S
AN
1 AN
AN
ANy
v/
U/
/_/, (u,v)
// a
/
/
U
%
u| vy N

)on=() ()0 -00) %
\/i 1 kartesisch —1

da nun ¥; und ¥ normiert sind. Es gilt weiterhin ¢ - 97" = 1 und @, - 05 = 1.

© Roolfs
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+ Ko- und kontravariant

AN
N N
g2 14 72n
Ag \\
AN
AN
AN
AN
2| = 1 2 \\
a*|ga)| F———»(a', a®) a? . (a1, az)
a 7 a I
7 [
7 —
/ \gl |
1 N T e T
a'|g] 1 |
al |
kovariante Schreibweise der Basis kontrdTvariante Schreibweise der Basis
a=a'g; } a=a;g’
gl
kontravariante Koordinaten \
Parallelprojektion ]

Indizes oben

L 1 . (1 B o1 (1 5 (0
=) #=() () O 7=500) 7=(0)

Wird die Basis des urspriinglich vorgegebenen Systems in der kovarianten Form g; (unten indiziert)
angegeben, so wird die neu eingefiihrte duale (oder reziproke) Basis §* kontravariant geschrieben.

Fiir die kovariante Basis werden die Komponenten eines Vektors kontravariant notiert und umge-
kehrt.

Index unten: kovariant (v Pfeilspitze nach unten) co is below

Index oben: kontravariant (n Pfeilspitze nach oben)

T © Roolfs
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+ Ko- und kontravariant

N
VRS
o =
~

NoRd

Il
VR
— =
N~~~
VRS
N~

Il

g2
a®|Ga| /=~ —(al, a?)
a— -
7 —
4 ‘ )gl
a1]§1] 1

kovariante Schreibweise der Basis
a=a'g;
kontravariante Koordinaten

Parallelprojektion
Indizes oben

S

( ) kartesisch

|
ontr%wariante Schreibweise der Basis

| a=a;g’

§1\

Wird die Basis des urspriinglich vorgegebenen Systems in der kovarianten Form §; (unten indiziert)
angegeben, so wird die neu eingefiihrte duale (oder reziproke) Basis §* kontravariant geschrieben.
Fiir die kovariante Basis werden die Komponenten eines Vektors kontravariant notiert und umge-
kehrt. Die Transformationsgleichungen nehmen dann eine besonders prignante Form an.

A= _1N§>

1
(—1/\/5 1

s
SN—

-1 2
oo (3

A gll g12 A g*l . g*l g'l . §'2
g21 922 g’Q . g*l g' . §'2
<a1> <911 g" ai
a2 = 21 22 a
Basis 71, go g g ? Basis g, §°
at = gikak
a; = gpa® Umkehrung mit g;, = A"
© Roolfs
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+ Zerlegung eines Vektors in einer kovarianten und
kontravarianten Basis

Yy
e’a,
A~
Ty~
/ ~_
/ ~
/ \\
/ \\\
777777777777:%
e,a a //}
Yy /
A€ / }
/
(&% / \
, |
/ |
/ |
/ |
/ |
/ |
> ]
e, ega” |
|
|
ex\
|
|
|
{

a = eza” +eya’

_ xX
= e"a, + eYqy

alternativ
a = ejal + eya?

= ela; + €e%ay
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+ Duale Basis ermitteln

Fiir duale Basen gilt: 5@ b= 0ij
Nur bei gleichen Indizes ist das Ergebnis 1, sonst 0.

Die duale Basis kann als Losung eines linearen Gleichungssystems erhalten werden.
Beispiel

b1: O ; b2: 1 5 63: 1
0 0 1

Fiir den R? kann das Gleichungssystem mit der cramerschen Regel
(Multiplikation mit Vektorprodukten b; x b;) gelost werden.

L. L. 0 L.
pl— _baxby (L b2 — _byxby 03— Cbixby
(b1 X bg) . b3 0 (b1 X bg) . b3 -1 (bl X b2) . b3
1 gl 12 13\ (o,
2 — g21 g22 g23 as gij =pi.pi = |1
3 oo 31 32 33 .
Basis by, ba,bs \J 9 Y 43/ Basis b1, 52 b3
a1 gu 12 913 ! .
ao = | 921 G22 G223 a? Gij = (gij)i =0;-b; =
S o > 3 — - —
43/ Basis b1 5253 \931 932 933 J\O) Bois b1 By b
2 2 2 2 -1
2 =4 ‘ 4 ’ — 2,4,5) (-1 2 -1
— — - pad pud - O _1
1 kartesisch 5 Basis b%, b2 b3 5 Basis b, b2 b3
T © Roolfs
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+ Zusammenhange

1 1 1
bh=|0], b=[1] b=11
0 0 1

1 0 0
bil=(-1] v2=| 1|, 3=1{0
0 —1 1

Die b® kénnen aus den b; und ihres inversen metrischen Tensors ermittelt werden.
K

Wir hatten schon das Folgende zusammengetragen,
siehe Transformation ko- und kontravarianter Vektoren.

51 = (7,1151 + azlgz + aglgg

11 12 13

- - - - ai;  ai2 Q13 g g 2 -1 0
b2 = a19b1 + a9by + agob

. 1241 + 2242 3243 Qg1 Q22 Qo3 | = 921 922 923 = |-1 2 -1

b® = aizb + asbs + azsbs asz1 Az as3 /A 0 -1 1

Da die Matrizen symmetrisch sind gilt: bt = gMby + ¢'2by + ¢'3b; bl = gl b,

z.B.
. 1 1 1 0
V=(-1) 0] +2(1]+(-D)|1]=] 1
0 0 1 —1
T © Roolfs




Siehe auch:

Was ist ein Tensor?
Startseite
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