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+ Kinetische Energie

Wir heben einen Korper mit der Gewichtskraft F auf eine
Hohe h. Die dabei verrichtete Arbeit W = Fg - h ist als
potentielle Energie Epot = Fg - h im Korper gespeichert,
Fg = m - g, Erdbeschleunigung g = 9,81 m/s?. Eine Kraft
wird mit ihrer Wirkung, eine Masse zu beschleunigen,

identifiziert. Wenn wir den Korper anschlieffend fallen lassen,
wird die Lageenergie in Bewegungsenergie (kinetische Energie)

umgewandelt. Beim Aufprall auf den Boden entsteht eine

Verformung/Erwirmung. Die kinetische Energie wird dabei in

Waérmeenergie umgewandelt.

Beschleunigung a (statt g), Geschwindigkeit v
Weglidnge s (statt h), Zusammenhénge

1. wv=oat konstante Beschleunigung (Annahme), v'(t) = a
2. 5 = %at2 Weg-Zeit Gesetz, s'(t) =v(t)
3. § = %02 1. nach ¢ aufgelost und in 2. eingesetzt

Fiir eine doppelte Geschwindigkeit, bzw. doppelte Fallzeit,
ist eine vierfache Fallhéhe erforderlich.

kinetische Energie

4. By, = Fg-s

5. =m-a-S
_ 1 9
6 =m-a-5-v
1
7 =g5m-v

Rotationsenergie ist eine Art Bewegungsenergie.

8. V=W T Winkelgeschwindigkeit w
1 2 9 . .
9. Erot = Sm-w T v in 7. eingesetzt
10. J = %m or? Tragheitsmoment J
11. Erot = %J-wZ
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+ Trégheitsmoment einer Scheibe, eines Zylinders

1 J = %m r? Tragheitsmoment J fiir eine Punktmasse
2. J = Zmzr? Tragheitsmoment fiir die Massenelemente m;
%
3. J= p/r2 dA Ké6rper mit der Massendichte p, m; = pdA
A
R
4. = % r2. 2mr dr Elemente dA mit gleichem r werden zu 2zr dr zusammengefasst
T
0
m [m 418 1
5 = L5 = smEe
r2l2" 0 2"

Zylinder mit der Hohe h (Grafik Draufsicht)

6. J = p/?“2 dv Korper mit der Massendichte p, m; = pdV
A
R
7. = ]7; W / r2. 2rrh dr  Elemente dV mit gleichem r werden zu 27rh dr zusammengefasst
T
0
1
8. = §mR2 h fillt heraus, dieselbe Rechnung wie bei der Scheibe, Gleichung 4.
T © TRoolfs




+ Trégheitsmoment bei Rotation um die x-Achse

Der Rotationskorper wird durch kreisféormige
(infinitesimale) Zylinderscheiben ersetzt.

L. MScheibe = 7(f(x))?pdzx | 74//
L 2
2. JScheibe = §mR
3 = om(f(2))*p(f(2))*dz
b
4 Jp = —wp/(f(a:))4dx
a
YA
Fiir einen Punkt P(z | y) auf dem Kreis mit dem Radius r gilt:
2?2 4+ y% = r? (Pythagoras).
1 P(z|y)
Nach y aufgeldst, ergibt sich: Yy =\r?— a2 i
d.h. f(z) = Vr? —a? x
b
1 4
5 JKugel = 57710 (f(z))"dz
a
T
6 2577,0-2/( r2 — 22)*dz
0
_  _8 5
7 5 Tpr
43
8. MKugel = 3P (=m) =
2
9. JKugel = gmr2
T © Roolfs




+ Trégheitsmoment bei Rotation um die y-Achse

ohne Umkehrfunktion

Der Rotationskorper wird durch kreisférmige
(infinitesimale) Zylinderscheiben ersetzt.

L. MScheibe = W-TQPf,(CC) dx

2
2. JScheibe = ;mR

2
3 = %mc‘lpf’(x)dx
b
4 Jy = §7Tp/:c4f'(:c)dx
T © TRoolfs
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+ Satz von Steiner fiir flache Korper

Ist das Tragheitsmoment fiir die Rotation um eine Achse durch den Schwerpunkt bekannt, so kann
man daraus leicht das Tréagheitsmoment fiir eine Rotation um eine parallele Achse berechnen.

Draufsicht

1. JS:/Fde dm = pdV, 2 =|7|?
\%

3. = /(F2 —27d 4+ @*)dm bin. Formel fiir das Skalarprodukt
\%
4. = /FQdm — 26/ rdm + 62/ dm 1 / 7dm = 0, siehe Schwerpunkt
4 14 v mJv
Js 0 d-m
5. Ja=Js+d>-m @2 = d? Abstand d der parallelen Achsen
T © Roolfs



+ Satz von Steiner

z
L
S

N

A .

7L S @ y
WA

Fiir Korper ist der Unterschied von 7 und 7 zu beachten.

1. Jq = /(FJ_—C_I:)Qdm

v N——

TA
_ 9 S o 22

2. —/(rl—era—i—a )dm

14
3. = /FJZ_ dm — 2&'/7:]_ dm + 62/ dm fiir den 0-Term siehe unten

v v LV

Js 0 d?-m

4. Ja = Js+d*>-m @2 = d? Abstand d der parallelen Achsen

Das Koordinatensystem wurde so gewéhlt, dass der Ursprung im Schwerpunkt liegt und die
z-Achse die Drehachse ist. Fiir den Schwerpunkt gilt dann S = % / 7dm = 0. Die z-Koordinate

von 7 ist 0, die z- und y-Koordinaten stimmen mit  {iberein, somit auch die (voneinander

7| dm und/de =0.

unabh#ngig berechenbaren) z- und y-Koordinaten von /
1%

v

T © TRoolfs




10.

+ Rotation um eine beliebige Achse Tragheitstensor

z
é"O
d >
z
x
J = / d* dm
4

d? = |e°x T siehe Abstand Punkt/Gerade

= (zey —ye,)? + (we, — ze4)? + (ye, — zey)?

= e2(y* +2%) + ef,(ac2 + 22) + e2(2% + y?) — 2eze my — 2eye,yz — 2e4e,72

— 02
J = ez

/V(y2+z2)dm+e§/v(:v2+z2)dm+ez/v(x2+y2)dm

—26xey/xydm—Qeyez/yzdm—Qezez/:czdm
\%4 \% 14

/V(y2+22)dm —/V:cydm —/V:czdm ey

= (ex;ey,€z) —/:cydm /(mQ—f—zz)dm —/yzdm ey
1% \%4 \%4

—/xzdm —/yzdm /(mQ—i—yz)dm €z
\%4 \%4 \%4

= (e°)Tee° Trigheitstensor ©
@
= ﬁ Drehachsenrichtung mit dem Einheitsvektor von & festlegen
@
GA\T . &
= (5) 95
] <]
11 . . .
= W O Rotationsenergie

© TRoolfs
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+ Drehimpuls

z
6—’0
d >
Z
Wir ermitteln den Drehimpuls L fiir einen Massepunkt.
1. L =Zxmid
2 = mZ X (J x X) r
3. = m(@F? - #(T3)) bac-cab-Formel @ x (b x &) = b(a@) — &(ab)
(22 +y* + 22) — z(vws + ywy + 2w;)
4. = (22 + v+ 22) — y(rwy + ywy + 2w;)
(22 + 2+ 22) — z(aw, + Ywy + 2w;)
y +22) — xry —Tz Wy
. mit der Einheitsmatrix 1
5 L = —zy (2% +2%) —yz Wy und dem dyadischen Produkt
—yz (22 +y?) W, karz L=m[(Z )1 -F@Z|d
6. L =04 und allgemein

/(y2+z2)dm —/:cydm —/:czdm w

v v v v

7. L[ = —/mydm /(m2—|—22)dm —/yzdm wy
4 \% 4

—/:czdm —/yzdm /(:c2+y2)dm oy
\%4 \%4 \%4

Umformung

JTed Rotationsenergie

Erot =

1
2
L=0c —
1
Erot = =
rot D)

T © TRoolfs



+ Tragheitstensor diagonalisieren

Wir betrachten ein System aus starr gekoppelten Punktmassen identischer Masse m.

3 3
(y* + 22) —ny —sz -1 / y
o 5 5 / 1 ‘(_1’1’ )
0 = —ny Z (2% + 22) —Zyz /

i=1 i=1

—Zg:xz —Zg:yz Z(xz—i—yz) (=1 -1)
i=1 i=1 ;

=1

8 2 0
© kann leicht ermittelt werden, seim = 1. 0 = 2 8
8 2 4

Um die Hauptachsen zu bestimmen, errechnen wie die Eigenwerte und die zugehorigen Eigenvektoren.
Die Eigenwerte sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms.

(A=XN8=XN2—-4) =0 Laplace-Entwicklung der Determinante nach der letzten Spalte
AN =4 Satz vom Nullprodukt
Ay = 10 8=N?=4, 8-A=F2
A3 =6
0 1 1 1 -1
Die normierten Eigenvektoren: 3 =10], vo=-—41]1 U3 = — 1], konnen mit
V2 V2
1 0 0
Ov = A\ im Kopf verifiziert werden.
z
iy
4 0 0 g[8 2 0 (010]2)
0 10 of=1|a]||2 8 o |[thivs)
0 0 6 wI\s 2 4 +1 y
-1 _—
| -1 Y
Verwenden wir die Richtungen der Eigenvektoren als
Achsen eines neuen Koordinatensystems (z/,v’, 2’), dann , ‘(—1] 1| -1)
ist der Trégheitstensor in diesen Koordinaten diagonal. "
Haupttriagheitsachsen fallen mit Symmetrieachsen des
Systems zusammen. ([ =1[-1)

T © TRoolfs
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+ Tensoreigenschaft

®
PRI

Die (2/,y/, 2’)-Koordinaten wurden mit

0o 1 -1
A= [171,172,173] - L 0 1 1 und 7' = A"'Z berechnet, beachte: A~1=AT
V2 V2 0 0

Nun ermitteln wir den Tragheitstensor fiir das neue Koordinatensystem
(und den neuen Achsen) und rechnen (im Kopf) nach.

3

3
Z y + 2" Zx —Zx'z'
1=1 izl
0 = —Zx Z (z"? + 2% —Zy'z/ =| 0 10
=1 =1
_Zx’z’ _Zy Z $2+y/2)
=1 =1

Das Ergebnis ist nicht selbstverstédndlich.

Es beruht auf der noch nachzuweisenden Tensoreigenschaft der Matrix O,

die es erlaubt, © mit ©' = ATOA zu transformieren.

Die Diagonalisierung ist nicht das Bemerkenswerte, sondern dass @' = ATOA die Rotation
um das neue Koordinatensystem korrekt beschreibt. Es liegt also nicht nur eine blofle
Umbenennung der Koordinaten vor.

Beachte: Mit © kann die Berechnungsvorschrift, sowie die Anwendung dieser Vorschrift

auf ein System gemeint sein (O enthilt feste Koordinaten), analog zu f(r) = 2% und f(3) =

Wenn ein Kérper nicht um eine seiner Haupttrigheitsachsen rotiert, entsteht ein Drehmoment,

das senkrecht zur Drehachse wirkt (Wéscheschleuder mit ungleichméBig verteilter Wésche).

Die auBerhalb der Hauptdiagonalen von © stehenden Deviationsmomente (Zentrifugal- oder Neben-
trigheitsmomente, Deviation, Abweichung) sind ein Ma$ fiir das Bestreben eines rotierenden
Korpers, seine Rotationsachse zu verdndern, bzw. in welchem Umfang er , ausgewuchtet® ist.

T © Roolfs

10



+ Tensor Nachweis

© = AT0A
— [[=07 =ATeA beliebig, die Einheitsvektoren ¢, ¢,
wéren ausreichend
r=A Koordinatentransformation mit A
L =07 Drehimpuls fiir &
Q7 =ATL T Riicktransformation mit AT

Die letzte (und entscheidende) Umformung = ist moglich, weil die Linge und die Richtung
des Drehimpulsvektors nicht vom Koordinatensystem abhéngig sind.

T © TRoolfs
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Doppelintegral Fliachentrigheitsmoment Walter Farkas

Massentrédgheitsmoment Lubov Vassilevskaya Teil 1 Teil 2
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http://groolfs.de/Verschiedenespdf/Schwerpunkt.pdf
https://www2.math.ethz.ch/education/bachelor/lectures/fs2013/other/mathematik2_biol/Kapitel9
http://www.math-grain.de/download/m2/int/mass-traeg-1.pdf
http://www.math-grain.de/download/m2/int/mass-traeg-2.pdf

