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+ Kurven in Polarkoordinaten Flachenberechnung

AY
Um den Fliacheninhalt der Kardioide 7(¢) =1+ cose, 0 < ¢ < 2m,
zu berechnen, stellen wir deren Polarkoordinaten (¢, r) 1
im r-Koordinatensystem dar.
Jedem Flidchenelement dA unter dem Graphen r(p) entspricht dann . r Q
in eineindeutiger Weise einem Fliachenelement dA* in der Kardioide, a 9
das um das r-fache vergrofiert bzw. verkleinert ist. [ LA\ : : >
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Addition der mit r multiplizierten Flichenelemente unter dem Graphen () und Grenzwertbildung
fithrt daher einerseits zum Flécheninhalt der Kardioide, andererseits zum Doppelintegral:
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Fir die Kardioide ergibt sich der Flacheninhalt %77.
Dieses dargestellte Vorgehen ist auch typisch bei der Verwendung von Zylinder- und Kugelkoordinaten.
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+ Kurven in Polarkoordinaten Bogenléange

\Y

r = 14cosyp Kardioide

s = /\/(sin<p)2+(1+cos<p)2 dp
0

= \/5/\/1+cos<pd<p
0

= 4[sin%]0:4 \/1—|—cosg0:\/§cos§
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+ Polarkoordinaten Ergénzungen

Nebenbei haben wir die Leibnizsche Sektorenformel erhalten,
© variiert hier zwischen o und .
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Volumen werden, falls Polarkoordinaten vorliegen, naheliegend mit
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berechnet,
wobei die Integrationsgrenzen noch angepasst werden kénnen.

Der Ubergang von einem Doppelintegral in kartesischen Koordinaten
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zu Polarkoordinaten erfolgt mit

T =1T-C0SY

y=r-sinp

w2 rrp(P)
//f(x,y) dxdy:/ / flr-cosep, r-sing) rdrde
B 1 Jral(p) ~

Funktion mit den Variablen r und ¢
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+ Krummlinige Koordinaten

Eine umkehrbare Funktion ist fiir einen Bereich im uv-Koordinatensystem gegeben durch

Falls eine Variable konstant bleibt, erhalten wir eine Kurve.
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Es gilt:
dA = dudv
dA* = | Zu ZU | dudv Parallelogrammfliche, Betrag der Determinante,
u v

siehe Determinanten, ...

= |:cuyv — xvyu| dudv

Die beiden néchsten Formeln sollten nun verstandlich sein.

//dxdy ://|xuyv_xvyu‘ dudv
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é [ #a) dody - /A [ 1)) Lran = gl dude
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+ Krummlinige Koordinaten

Ellipsengleichung;:

Flacheninhalt der Ellipse

Variablenwechsel:

T =apcosy
y=">bpsiny

| oYy — 2oy = abp

2w 1
//dwdy = ab/ dap/ pdp = mab
E 0 0
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+ Substitution auf einen Blick

AV AY
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b g~ (b)
r)dr = x)) - ¢ (z)dx
| 1@ / Flo@)) - g'()

/:f(x)dx _ /14f(2u)-2du

Mit u — 2u verdoppeln sich die Langen der Intervalle auf der u-Achse.

© TRoolfs

]Y




+ Integration durch Substitution

Transformationsformel anschaulich
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Die lineare Abbildung (z(u,v), y(u,v))
T =u
Yy = %u + %v

bildet das Quadrat A
auf das Parallelogramm B ab.

Auf A sei eine Funktion f definiert.
Das dadurch gegebene Volumen wird gem#f der Abbildung gestaucht und geschert. A wird zu B
verformt. Bei einer Scherung bleibt das Volumen erhalten. Offensichtlich gilt in diesem Fall:
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ou ov
det
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Hierbei ist die Determinante %, wie man leicht nachrechnen oder auch sehen kann,
ein Quadrat wird auf ein Parallelogramm mit halbem Flicheninhalt abgebildet.

Bei linearen Abbildungen gehen stets Quadrate in Parallelogramme iiber.
Deren Flacheninhalte konnen mit Determinanten ermittelt werden.
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