Variationsrechnung

Mit dem von Johann Bernoulli 1696 gestellten Brachistochronen-Problem (Auf welcher Kurve
gleitet in kiirzester Zeit ein Korper reibungsfrei von A nach B7) beschéftigten sich viele Mathe-
matiker (Newton, Leibniz, Jakob Bernoulli, Hudde). Die grundlegenden Beziehungen lauten:
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Gesucht ist also eine Funktion y(z), die die Zeit minimiert.
Allgemeiner ist das Problem zu untersuchen:

b
Fiir welche Funktion y(z) wird das Integral J = / L(y, y') dz extremal?

Euler gelang es, fiir die Losungsfunktion yo(x) eine Differentialgleichung aufzustellen. Er be-
trachtete zu beliebig vorgegebenem wu(z) (u(a) = u(b) = 0) die Funktionenschar yo(z) + € u(x)
und das Integral

b
J(e) = / L(yo+ €u, yy + eu') dx

J(€) muss an der Stelle € =0 ein Extremum haben, d.h. es gilt J'(0) = 0.
Euler konnte hieraus w(z) eliminieren. Ohne Beweis nehmen wir an, dass unter dem Integral-
zeichen differenziert werden darf. Mit der verallgemeinerten Kettenregel erhalten wir:

J'(€) = / (Ly(.)u+ Ly(..)u') dx

Um wu ausklammern zu kénnen, wird der zweite Summand partiell integriert:
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= ( siehe Randbedingungen

J'(0) = /ab (Ly(yo, yé)—%Ly/(yo, yé))ﬂ(:v) dx

Da dieses Integral fiir jedes w(x) null ist, muss auch fir y =yo L, (y, ¥') — di Ly(y,y)=0
. X
sein.

Diese naheliegende Schlussweise kann leicht begriindet werden. Wire diese als stetig angenommene
Funktion an einer Stelle grofler (bzw. kleiner) als null, so wiirde dies auch fiir eine Umgebung gelten.
Dann wire eine stetige Funktion u(x) denkbar, die auBerhalb dieser Umgebung null und innerhalb
grofer als null wire, so dass das Integral im Gegensatz zur Voraussetzung ungleich null wire.
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Diese Eulersche DGL lasst sich (nach einigem Probieren) vereinfachen. Wir bestétigen:
d d
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Fiir das Brachistochronen-Problem erhalten wir mit L(y, y') = 5 die DGL ¢/ = /| —= .
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Der Ansatz y = k-sin® % ( L g (1 —cost)) fiir eine Losung in Parameterdarstellung z(t), y(t)

fiihrt

zu einer wurzelfreien Gleichung
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t ist hierbei zunéchst eine Funktion von x, ndmlich die Umkehrfunktion von z(t).
Nun gilt mit zwei Termen fiir y':
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;= 5 sint - ar Die rechte Seite ist die Ableitung des umgeformten Ansatzes.
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Die Parameterdarstellung einer Zykloide ist zu erkennen.

1. cos2a=1—2sin?a
2. sinfa+cosfa=1

3. sin2a = 2sina - cosa
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Variation des Brachistochronen-Problems

Sei nun die hohenabhéngige Geschwindigkeit allgemeiner durch eine Funktion v(y) gegeben (statt

2gy ). Als Modell wire eine zu durchquerende Landschaft denkbar, die in einem Koordi-
natensystem auf den Parallelen zur z-Achse gleiche Bodenbeschaffenheit aufweist. Die méglichen
Hochstgeschwindigkeiten werden durch v(y) erfasst. Gesucht ist wieder der Weg zwischen zwei
gegebenen Punkten, der in kiirzester Zeit zuriickgelegt werden kann. Es gilt also:
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Aus der Eulerschen DGL L(y, ') — v’ Ly(y, ¥') = C erhalten wir ohne Schwierigkeiten die DGL:
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Im folgenden Beispiel wurde die Losungskurve iterativ erzeugt.
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Wiren die Geschwindigkeiten auch von z abhéngig, wére

ro [V,

d
_Ly’($a Y, y/) =0

zu minimieren. Die zugehorige Eulersche DGL Ly (z, y, ') — y
x

fithrt nach Differentiation nach x auf eine DGL 2. Ordnung.
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Johann Bernoulli stellte die Aufgabe 1697 noch einmal - der erste Termin war zu kurzfristig
gewesen - und zwar ,,den scharfsinnigsten Mathematikern des ganzen Erdkreises.* Diesmal
gingen Losungen ein, u. a. von Newton, Leibniz und auch von seinem Bruder Jakob. Johanns
Losung war elegant. Er verwertete eine Analogie zum Fermatschen Prinzip, gewann so eine
Differentialgleichung mit getrennten Variablen und aus ihr die Zykloide als Brachistochrone.
Jakobs Losung war nicht so stilvoll wie die seines Bruders, aber sie war zukunftstréchtiger,
ohne dass Johann das bemerkte. Der sah nur die vermeintliche Umsténdlichkeit und konnte
sich nicht genug dariiber mokieren. Jakob hatte indes erkannt, dass hier ein Extremwertpro-
blem neuer Art vorlag: aus einer Menge von Funktionen ist eine Funktion zu finden, in der
ein Funktional extremal wird. Das war der Anfang der Variationsrechnung. Jakob forderte
nun seinerseits den Uberheblichen mit einem neuen Variationsproblem heraus. Johann erle-
digte die Sache ,in drei Minuten® - freilich falsch. Jakob reagierte hohnisch und stellte seinen
Bruder &ffentlich bloS3.
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