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+ Polarkoordinaten




+ Vektorteld mit Polarkoordinaten

S

Ein rotationssymmetrisches Vektorfeld kann vermutlich einfach mit Polarkoordinaten beschrieben
werden. Ein Punkt P auf dem Kreis wird mit (o, 7) erfasst. Der angehéngte Vektor v dreht sich mit.
Sein Winkel in einer Polarkoordinatendarstellung wire jedoch vom Punkt P abhéngig.

Die 2. Grafik beinhaltet die Idee einer zweckméfligeren Vorgehensweise.

Der Punkt P wird begleitet von 2 orthogonalen Einheitsvektoren e_,i und (Z,. Sie sind nur von ¢
abhéngig und lassen sich leicht ermitteln. ¥ wird als Linearkombination dieser Vektoren dargestellt.
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+ Vektorteld mit Polarkoordinaten

cos

e_;: oS , e_;: —sme ) nebenbei: 6_;:2 reose ) a;:li reosy
sin ¢ cos ¢ Or \ rsiny T Odp \ rsine

—_———
auf Léange 1 gebracht

Ein Vektor v lisst sich mit diesen Basisvektoren (tangential fiir r bzw. ¢ = const)
in der Form o= Uy e_; +vy, e_;

darstellen. Die Umrechnung von kartesischen Koordinaten v= (vg,vy)" in dieses System
erfolgt mit (Skalarprodukt, Ve = \m . ]e_;] - cos o = vy, entsprechend v,,):
Up = Uz COS P + Uy SIn @ T = rCosp

Vp = —Ug SIN Y + Uy COS Yy = rsimyp

Gegeben ist ein Geschwindigkeitsfeld.

— 1
v(z,y) = m(ﬂﬁ@T
1
U= e (—ycosp + xsing) P hat die Koordinaten (x,y) = (1 cos ¢, sin @)

1 . .
= — (—rsinpcosp +rcospsing) =0
r

1 .
vy = W(ysm(p—i—xcosap)

S =

= %(rsin2¢+rc0829@) =

Das Geschwindigkeitsfeld besitzt somit nur eine tangentiale Komponente:
— - 1=
v(r,p) =0e + e,

T © Roolfs
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+ Gradient, Divergenz, Rotation und Laplace-Operator in
Polarkoordinaten

Skalarfeld — ®(r, )

Vektorfeld ?(7', ) = vp(r, ) 6_; +U<p(ra ©) e_;

0P - 109 —

Gradient des Skalarfeldes grad ®(r, ) = 55 & + 0o €
. . = 10 1 vy,
Divergenz des Vektorfeldes divo(r,p) = ;E(rvr) O

Rotation des Vektorfeldes [Tot 5)(7“, ©)] . = %%(rup) = %Z—Z

Es existiert nur eine Komponente in z-Richtung.

_ P 109 10%°®

Laplace-Operator AdD(r,p) = o r_28—<p2
Beispiele
div (re,) = ;E(T ) =2
Geschwindigkeitsfeld
— 1 T
v(x,y) = m(—y,w)

in Polardarstellung (siehe oben):

U(rp) = 1e, (r > 0)
L=y 10 1y
div(reg) = 1 5-(3)=0

1 — 10,1
rotAep)l, =22y <o

Das Feld ist also quellen- und wirbelfrei.
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+ Gradient des Skalarfeldes ®(r, )

0P » 10 —

grad ®(r,¢) = B er —i—;% @

Zu
(br) — (2,9)
T =1T-COoSY
y=r-sinp

existiert (r > 0) eine Umkehrabbildung:

Y (z,y) — (p,7)

Dies ermoglicht die Darstellung:

O(r,p) = @(ib(r-cosgo,r-singo))
= f(r-cosp,r-sinyp)

Beide Seiten kénnen nun nach r und ¢ partiell abgeleitet werden.
Das Ergebnis lautet (allgemeine Kettenregel):

0P . af

— cos  sine —

or Ox . . . .
o | = of nebenbei: transponierte Jacobi-Matrix
— —rsing rcos ¢ -

Op dy

Mit der inversen Matrix stellen wir um:

of sin od
A B i |
aof | iy cos 0P
a—y sin @ T a—sa

Mit den Basisvektoren

— <cos go) — (— sin gp)
€r = . ; €p =
sin ¢ CoS

erhalten wir den Gradienten.

T © TRoolfs




+ Divergenz des Vektorfeldes U(fr, ©)

_>
VU (r,0) = o1, 0) e +v,(r, @) €y

- <cos <p> — (— sin <p>
eT’ = . s eQO =
sin ¢ cos

Der Matrizengleichung

af sin ¢ oo
% B Cos ¢ - ” E
af | . cos 0P
o sin ¢ " 8_g0

entnehmen wir die Differentialoperatoren

0 0 sing 0
Fri cosgog - 75
ﬁ = Sin¢£+cos¢i
Jy or r Oy

und ermitteln mit ihnen die Divergenz:

.= . 0 sing 0 .
div v(r, ¢) = (cos Yo " a—@)(vrcosgo vy, sin @)

0 COS(pi)(vrsin@—l—v@cosgo):

—I—(sm @E + " 0p

Ubersichtlichere Schreibweise siehe nichste Seite.

siehe oben

© TRoolfs




+ Divergenz

— 7 COS

r= )

rsin @
— —
T T

sin cos ¢

cos — si
a = ( SO>’ eTo = ( S SO) sind die normierten Ableitungen (?9_7"’ éc?)_cp

%—:, g—; sind die Tangentenvektoren an die Koordinatenlinien in einem bestimmten Punkt.
Eine Koordinate wird fest gewihlt, die zweite ist variabel.
div ;)(7“, ) = (% a + % % et,) . (vra + v¢e7p ) Skalarprodukt
| S A—
V Nabla-Operator
- 710 — 0 — 1 0 — 0 —
= e,- [W (’Urer) + o (vwew)] + P [3_50 (’Urer) + 3_50 (vwew)] Produktregel
= [Ov. — 8_5_; Ov, — 362 1 — 10v, — 83_; vy, — 362
= & [Grertu GF + Gl e g 5 +;ew'[a_¢er+”r Do T g G +%%]
=~ ~—~ ~ —~—
0 0 67; B g;
ou, 1, 10v;
e - = = =
= %-I—;vr—l—;a—;, er-ep=¢eper =0, eye,=ee=1
10, -, 10v
== W(TUT) + - 3—50 zusammengefasst
. = — 0 ov
divo(r,p) =V-v = —E(TUT) _8—;
T © Roolfs




+ Umrechnung des Laplace-Operators A auf Polarkoordinaten

2 9 10 PP

92 T T i e e A v

Den Laplaceoperator erhalten wir, in dem wir in den Ausdruck fiir die Divergenz

div?(r, @) = V.U = -3 (roy) 188—1;”
den speziellen Vektor
V= Vf = % e_; + 10f e_; einsetzen.
<~ F
——
Ur Ve
Af = V-Vf
_ 10,9/ 1019
= ror"or Trogr 0
0 0? 0?
= %8—{ + 8—7;5 + TLQ a—w‘é Produktregel
T © Roolfs




+ Gradient in Polarkoordinaten, alternativ

Fiir die infinitesimale Anderung einer skalaren Funktion f gilt:

0 0
df (x,y) = a—idw—i— 8_£dy

= Vf-dz

Diese Beziehung ist fiir den Vektor (Gradient) Vf von f charakteristisch.

Wegen des Skalarprodukts ist df nicht davon abhéngig, welche Basis Vf und z zugrunde liegt.

Der Gradient zeigt an jeder Stelle in die Richtung des steilsten Anstieges

von f.

Die Anderung des Skalarfeldes in Polarkoordinaten zwischen den Punkten
T = (p,7) und T dr= (¢ + do,r + dr) lautet (siehe ¢, r-Koordinatensystem ):

df = %dmg—éd@ .

— Vf-dr

2w @

Wir ermitteln den Term fiir df (Wert bleibt gleich) im z, y-Koordinatensystem.

Fiir dr gilt hier der Zusammenhang: dr= dre_; +rdgoe_;
% ist nun die Ableitung in Richtung 67, g—£ die in Richtung (Z,.

Der Gradient von f ist mit 67 und (Z, darstellbar:

Vf = ae_;n—i—be_;, es folgt

Vf-dr = (ae, +bey) - (dre, +rdoe,)
= adr + brdyp

3=
Q3|Q3
€ [~
o,
=

Der Vergleich mit * ergibt a = %, b=

Nabla-Operator

T © TRoolfs
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+ Gradienten

Polarkoordinaten
AY
— [rcosyp i —
" 7 sin Co
¥
\\
i v =
_9f>» 19f » "
Vi=grertyg,6 ] (r, )
[\ ®
= = . . . Toor
er, €, sind die normierten Ableitungen —, —.
ar’ Oy

Der Gradient enthélt die mit einem Normierungsfaktor versehenen partiellen Ableitungen von f.
Beachte hierzu:

_9ry of _df af
r= ‘3_80 e = dy Anderungsrate rdo
Zylinderkoordinaten
_9f» 10f of >
V= 87“67"—'_7“ 8@6‘1"—1_8,262
Kugelkoordinaten
of -  10f — 1 Of —
VI = Grer T 99 €0 T rsing 9p %
allgemein
— — —
ez, e_;, e_,z sind die normierten Ableitungen 6_7’7 8_7"’ 6_7’
Oou’ Ov’ Ow
_ 1 9fo 1 0f > 1 9f >
V= or Bu Cu T or Ju & T o7, Ow v
Em 1551 150!
1T © TRoolfs




+ Zylinderkoordinaten

VA
,,,,,, —
/ 6z/‘
/ /=
/ / ep
f—1——== :z:|,7j‘|z)
! —l
:
|
[ Yy
/
} (N4 ;

x
T T COS T Va4 y?
y| = |rsing | *, ¢ | = | arctan(y/x)
z z z z

Basisvektoren (Tangentialvektoren an die Koordinatenlinien,
jeweils zwei Koordinaten werden fest gewéhlt, die dritte ist variabel,
* nach r, ¢ und z ableiten und normieren,
Basisvektoren krummliniger Koordinaten sind von Punkt zu Punkt verschieden.
Man spricht in diesem Zusammenhang vom begleitenden Dreibein.

e e T T T S . e — . - = 9
er X €p =€y, €,Xe, =6, €,Xe,=e,, rechtshindig, re, unnormiert, re,-re,=r )

coS ¢ —singp 0 1 00
ej = | sinyp |, ez = coso |, ej =10, metrischer Tensor 0 72 0
0 0 0 0 1
Beispiele
T — Yz rCcosp —rsing -z
— —
F (z,y,2) = |y +az in Polarkoordinaten: F (r,p,z) = |rsinp+rcose-z
z 0

— — —
= re+rze,+ze,

cos —singp 0
= = == . . .
F (r,p,2) =rer+e,+e, in kartesischen Koordinaten: F = 7| sinp | + cosp |+ 10
0 0 1
7 COs (p — sin
= rsin @ + cos
1

Y

L= /x2+y2
S P
/l.2+y2

1
T © Roolfs
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+ Zylinderkoordinaten

z
,,,,,, ==
/ €z/ ‘_>
// )/ e
f—1——== o | ﬂ‘ | 2)
‘ =
| z 67"\
‘ |
!
VA N y
! /
x
T COS r Va?+y?
y | =|rsine =7, ¢ | = | arctan(y/x)
z z z z
kovariante Basis (unnormierte Tangentialvektoren an die Koordinatenlinien)
oo (o) p_er [ TN
1= 5, = | sine |, bQZ%: rcosy |, 3= 5, = 0
0 0
1 0 0
kovarianter metrischer Tensor g;; = | 0 r2 0
0 0 1
1 0 0
kontravarianter metrischer Tensor (siche Tensoren) ¢ = [ 0 1/r% 0
0 0 1
- =
kontravariante (duale, reziproke) Basis (b;- o/ = d; ;)
- - Cos - = —sinp - - 0
1 by X b3 . 3) b3 X by 1 3 b1 X by
b:ﬁ: sme |, b:ﬁ:; cos @ |, b__, = = — 0
(b1>( bg)b3 0 (b1>( b2>b3 0 (b1>( bg)b3 1
- — 1 - —
bt = by, bQ:T—Q 9, b3=1bs3

Fiir eine orthonormierte Basis verschwindet der Unterschied zwischen

ko- und kontravariant.

T © Roolfs
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+ Kugelkoordinaten

z
******* 7
/ 7‘)‘
/ /€r _,
/ /e
AN anp
\ T \ |
[ | Y
\ v \ 6191
\ \ y
L /P | 4
| I,
%
x r sin v cos r V2 +y? + 22
y | =|rsindsine =7, 9 | = | arccos(z/+/x? + y2 + 22)
z r cos v © arctan(y/x)
Basisvektoren (Tangentialvektoren an die Koordinatenlinien)

N sin ¥ cos N sin ¥ cos
ar . . ar ) P) ) 2 — . .
oy = | sindsing |, ]W]:\/sm ¥(cos? ¢ + sin” ) + cos? ¥ = 1, er= | sind sin

cos vV cos ¥

. r cos v cos . cos U cos ¢
%—5: r cos¥singp |, |%—5|:\/r2005219+r251n219:r, eTg: cos ¥ sin @

—r sind —sin ¢
. —rsind sin ¢ . —sing
g—; = | rsindcosy |, \g—; = /rZsin? ¥(sin ¢ + cos? @) = rsind, e_;: cos ¢
0 0
0 0
— — — — — —
%—; . %—: =1, %—5 . 68_17; =72 6_; . g—; = r2sin®¢¥,  metrischer Tensor | 0 2 0
0 0 r2siny
T © TRoolfs
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+ Linienelemente

Zylinderkoordinaten

1 0 0 dr
ds®=(dr dp dz) | 0 72 0 do | = dr? + r2de? + d2?
0 0 1 dz
Kugelkoordinaten
1 0 0 dr
ds®> = (dr d9 dp) | 0 r? 0 do | = dr? + r2dv? + sin?9 dp?
0 7r2Zsin®9) \dy
) © Roolfs
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+ Christoffel-Symbole fiir Polarkoordinaten

2 [reose
B rsin @

Basis (nicht normiert)
or _ [cosp or _ [—rsing
o \sing)’ v\ rcosep

Die Ableitung eines Vektorfeldes (bezogen auf diese Basis) erfordert auch die Ableitung
, dor oor
der Basiselemente, z.B. 9000 oder ooy

Es ist zweckméflig, die Ableitungen der Basiselemente jeweils als Linearkombinationen
dieser Basiselemente darzustellen. Dabei entstehen 22 Koeffizienten, die Christoffel-Symbole.
Fiir Zylinderkoordinaten sind es 33 Koeffizienten.

oor —sin ¢ COS ¢ —rsin ¢
20T _ —a“®7) b
or 0y cos ¢ sin ¢ T COS (P

Fiir die Christoffel-Symbole ist hier keine Rechnung erforderlich, a = 0, b = %

o or
dp Or

o or —T COS ¢ Cos —rsin @
- = X = C . + d
dp dp —rsinp sin ¢ T CoS @

Christoffel-Symbole ¢ = —r, d = 0.

fithrt zum selben Ergebnis.

Die Bezeichnung I, (z.B.) fiir die Koeffizienten erlaubt eine eindeutige Zuordnung.

Der hochgestellte Index T'", T'? kennzeichnet das (rechts stehende) Basiselement.

Die tiefgestellten Indizes legen die partielle Ableitung eines bestimmten Basiselements fest.
Wegen der Vertauschbarkeit der Ableitungen ist die Reihenfolge unerheblich. Wir haben daher:

_ 1T _ 19
a= 1, b=17p,

c= D;@ d= Epﬁ,,

Christoffel-Symbole ungleich null

Y _1T¥ —
Fmp—rgor—

==

T—_
[op=—1

T © Roolfs
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Siehe auch: Tangentialebene und Gradient
Tensoren und Koordinatentransformation

Startseite
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