Vektorprodukt und Parallelogrammfliche G Roolfs 2007

Fiir den Fliicheninhalt des von zwei Vektoren aufgespannten Parallelogramms gilt: A = | @ x b|.
Dieses soll auf eine Weise bewiesen werden, die einen tiefen Einblick in die Zusammenhénge gewihrt.
Die Koordinaten des Vektorprodukts haben eine anschauliche Bedeutung:

al bl agbg — a3b2 Ayz
a9 X bg = a3b1 — a1b3 = Azz
as bg albg — a2b1 Aa:y

Hierbei bedeutet z.B. A, der Flacheninhalt des Parallelogramms, das durch Projektion in

die zy-Ebene entsteht. Genauer miisste es A, heilen, jedoch ist das Vorzeichen wegen spéteren
Quadrierens unerheblich. Dieser Sachverhalt kann elementar - natiirlich ohne das Vektorprodukt -
begriindet werden (siehe Arbeitsblatt Determinanten, Cramersche Regel, .. .).
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Das Schatten-Parallelogramm in der
A, yz-Ebene wurde nicht gezeichnet.
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Die Idee ist nun, von den Schatten in den Koordinatenebenen auf das Original zuriickzuschlieen.
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Sei n° = R (@xb)
Dann gilt wie fiir jeden Einheitsvektor (folgt aus @-b=|a |- |b | cosa)
Cos &
n° = | cosf |,
cos "y
wobei der Normaleneinheitsvektor mit der z-, y- und z-Koordinatenachse
jeweils die Winkel «, 8 und ~ einschliefit. Daraus folgt
A cos Ay
An® = | AcosB | = | A, | = d x b. Betrége liefern schliellich das Gewiinschte.
A cosy Azy

Auf A cosy = Ayy sollten wir abschlieend noch einen Blick werfen.
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Vektorprodukt und Parallelogrammfléche

Acosy = Agy

gilt zunéchst fiir Rechtecke mit einem Kanten-Vektor in der Ursprungsebene,
in der auch 71° und die 2-Achse liegen und dem anderen Vektor senkrecht zu dieser Ebene.

Die beiden gezeichneten Winkel sind gleich grof§ (= 7).
Nur eine Kantenldnge des Originals wird mit cosy multipliziert, um die Kantenldnge
des Schattens zu erhalten.

Nun koénnen Parallelogramme durch Scherung stets in diese Lage gebracht werden,
auch der Fldcheninhalt des Schattens bleibt hierbei unveréindert (siehe ebenfalls
Arbeitsblatt Determinanten, Cramersche Regel, ...).

Die Scherungen erfolgen in der durch den Normalenvektor 7i° festgelegten Ebene.
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