Numerische Berechnung von e”

f(z) = % Stammfunktion ist F(z) =Inz

Sei x gegeben, gesucht ist e”.

Wir betrachten die Fléche (grau gefarbt) mit den Inhalt z. Die linke Grenze sei 1.
Die rechte Grenze ist dann e*, sieche Stammfunktion.
Um die rechte Grenze zu bestimmen, halbieren wir x n-mal (z.B. n = 16), ermitteln

einen gendaherten Wert fiir 2%, errechnen h und verdoppeln den gendherten Wert n-mal.

Die zugehorige rechte Grenze wird jeweils quadriert. (1 + h)2n ergibt gendhert e”.

Néherung fiir 2%, Berechnung der Trapezhohe h
b
z 1+h
5o g = k= h= e 1T P
—
2+h
24+ 2h

Verdopplung der Fléche

T
Aus €?® = (e%)? ist zu sehen, dass durch wiederholtes Quadrieren von 1+ h = e2"
sich der Flicheninhalt jeweils verdoppelt, In(1 + h)* =2-In(1 4 h), In(1 4+ h)* =4 -In(1+ h).

r=1,n=16
1+ h = 1,00001525890548
(14 h)?" =2,71828183

2 2"
Die Naherung % ~ 1 ergibt h = 2% und damit e = lim <1 + 2%)

h n—oo

T n
bzw. €* = lim (1 + —)
n

n—oo

© Roolfs




Numerische Berechnung von e”, Alternativen

AY
f(z) = % Stammfunktion ist F(z) = Inz
£
m T
1 1+h (1+h)? ‘ (1+h)t ez >

Néherung fiir ﬁ, alternativ
2n

< 1 24
_%AReChteCk:7 - h — B = —2“Rechteck
> Lt ;Jr h 2 - ARechteck

In diesem Beispiel treten keine Verédnderungen auf.

r=1,n=16
1+ h = 1,00001525890548
(14 h)?" =2,71828183

Ein leicht besseres Ergebnis wird mit g(x) = e” — 1 erreicht, e* = g(x) + 1.
Die Verdopplungsformel e** = (e)? geht in g(2z) = g(z)[2 + g(z)] iiber.

A
0,0000152589 1/216
0,0000305180 =A0%(2+A0)

0,0000610370
0,0001220778

W N = O

15 | 0,6487212707
16 | 1,7182818285 2,7182818285

Alle 11 Stellen sind richtig.
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Numerische Berechnung von In x

AY
f(z) = % Stammfunktion ist F(z) = Inz
1l e
]L 2,\1/5 T \/E T T T a’: E

vz halbiert die Fliche A unter dem Graphen von f in den Grenzen von 1 bis z.
Das ist auch ohne Rechnung einsehbar. Die rechte Hélfte geht aus der linken durch Streckung
in z-Richtung mit dem Faktor /z und Stauchung in y-Richtung mit dem Faktor 1/y/z hervor.

Wir halbieren A durch wiederholtes Wurzelziehen n-mal, finden fiir A/2" eine N&herung
und verdoppeln diese Ndherung n-mal.

Néherung fiir 2%
A 1

on ~ ARechteck = 1+ %z ) (QW T — 1)
2
Beispiel
r=4,n=16

A/2™ ~ 0,0000211531732
ARechteck - 2" ~ In4 ~ 1,38629436

alternativ (nachrechnen) AU

a—1/a
ATrapez = 9

a= %3/t |




