Erzeugende Funktionen

Sei X eine Zufallsvariable mit der Verteilung: ‘ i ‘ 0 ‘ 1 ‘ 9 ‘ 3 ‘ 4 “

‘P(X:k)‘ Po ‘ p1 ‘ p2 ‘ P3 ‘ 2 ‘ ‘
Die erzeugende Funktion von X lautet:
Gx(s) = ipksk, s € [0,1]
k=0

(k)
Aus Gx kann die Verteilung wiedergewonnen werden: pj = GXT,(O)

Mit der erzeugenden Funktion von Y
Gy(s) =Y aqs*, s€l0,1]
k=0

gilt dann
Gx(s) - Gy(s) = (po+pis+p2s® +p3s® +...) - (@0 + @15+ qos® + gz8° +..)
= podo + (Poq1 + P1go)s + (Pogz + Pran + P2go)s” + . .-
= Gxyy(s).

Die betrachteten Zufallsvariablen werden als unabhéngig vorausgesetzt.

X binomialverteilt
Gx(s) = (¢ +ps)"

X, Y poissonverteilt

Y k = (As)F
Gx(s) = z_: T exp(—A)s” = exp(—A) z_: = exp(—A) exp(As) = exp(A(s — 1))

Gy (s) = exp(p(s — 1))
G sy () = Gx(s) - Gy (s) = exp(A+ p)(s — 1)

X geometrisch verteilt
[e.e]

Gx(s) = ip(l —p)Ftst =ps i s(L—p)"=ps > s(1—p)*

k'=0

geom. Reihe ps ps

1—s(1-p) = 1—sq

© Roolfs




Erwartungswert und Varianz

G(s) = Z Pk s
k=0

G'(s) = ikpkskl =  FE[X]=G'(1)

G"(s) = Y k(k—1)pys"?
k=0
= > ks sk — > kp 2 —  G"(1)=E[X?Y-G'(1)
k=0 k=0

E[X? = G'(1) + G"(1)

VIX] = B[X? - (BIX])" =G (1) +G"(1) - (G'(1)’

X binomialverteilt
E[X]=np
VI[X] = npq

X geometrisch verteilt

X poissonverteilt
E[X] =\
V[X] =\
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Zufallige Summen von Zufallsvariablen

Seien X, X5, X3, ... unabhingige, identisch verteilte (X; = X)), diskrete ZV
und N eine weitere unabhéngige ZV mit p; = P(N=n;).

N

Wir suchen die Verteilung von Z =) _ X.
i=0

Die erzeugende Funktion von Z lautet:

Gz(s) = po+ piGx(s) + pa(Gx ()" + ps(Gx () + ..
= Gn(Gx(s))

Beachte: (GX(S))W = qo + 15 + @25 + q35° + ... ist die erzeugende Funktion von Z X;.
n; tritt mit der Wahrscheinlichkeit p; auf. =0

Aus Gyz(s) = Gy(Gx(s)) folgt mit der Kettenregel unmittelbar
die Waldsche Identitit E[Z] = E[N]|E[X]
(intuitiv klar, mittlere Anzahl mal mittlere Grofie der Summanden).

V(2] = EINIV[X] + (E[X])"V[N] kann mit V[X] = G'(1) + G"(1) — (G"(1))",

der Ketten- und der Produktregel verifiziert werden.

Der Term fiir V[Z] liegt nahe.

Im ersten Summanden wird die mittlere Anzahl mal der mittleren Schwankung von X
betrachtet, im zweiten die mittlere Schwankung von N, wobei die mittlere Grofle von X

zugrundegelegt wird, beachte V[E[X|N] = (E[X] )2V[N].

Eine Henne legt N Eier (poissonverteilt mit A = 6).
Jedes Ei briitet sie (unabhéngig von den anderen) mit einer Wahrscheinlichkeit p = 0,3 aus.
Z ist die Anzahl der Kiiken.

Gr(s) = exp(A(s — 1))
Gx(s) = 1—p+ps

Gz(s) = exp(A(1 —p+ps—1))
Gz(s) = exp(Ap(s — 1))
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Z ist auch poissonverteilt mit Ap.
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Zutéllige Summe

Gruppenanzahl N ist poissonverteilt mit A\ = 4.

Mitgliederanzahl X pro Gruppe ist poissonverteilt mit A = 2.

Z Mitglieder insgesamt

Gn(s) = exp(4(s — 1))

Gx(s) = exp(2(s — 1))

Gz(s) = exp(4(exp(2(s — 1)) — 1))

Gz(s) = exp(dexp(2s —2) —4)

AP
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0,08 - //\‘\\
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—
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ElZ]=4-2=

V[Z]=4-244-4=24, o=
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Binomial- und Poissonverteilung

X binomialverteilt mit p = %

Y poissonverteilt

o \k
Gy(s) =) % exp(=A)s* = exp(A(s — 1)) siehe oben
k=0
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