Finite-Elemente-Methode (FEM)

Das einfithrende Beispiel enthélt die zugrunde liegende Idee dieser Methode.
Die algorithmische Handhabung verwendet einen anspruchsvollen Gedanken:
Die Ermittlung der quadratischen Form

2 2 T
//T(um—i—uy) dxdy = u Su

fiir allgemeine Ansétze erspart viele Einzelberechnungen.
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+ DGL 2. Ordnung mit Hutfunktionen

Die DGL  ¢"(z) = —z, y(0) =0, y(2,5) =0 ist zu losen.

1,01

®1 o5 ®3 P4

0,51

< < 1% Q T

0.5 1.0 1.5 2.0 25 T

d(x) = a1¢1(x) + aspe(z) + azps(x) + aspa(x) erfiillt die Anfangsbedingung.
Wir wenden die Methode von Galerkin mit einem linearen Ansatz (Hutfunktionen) an
und multiplizieren die DGL mit ¢q, ¢, ¢3 und ¢y.

Das Einsetzen in die DGL erfolgt erst nach einer partiellen Integration (Ordnung wird verringert).

y'(z) = —z - 61(a)
Y (@)dr(z) = —a(2) | / |
J (@) (2) 0’— / Y (@)6(z) d = — / 261(2) du

—_———
= 0, ¢ erfiillt die Randbedingungen.

- @@ dr = - / on(z) do |- (~1)
/O (016 (@) + asdh(@) + asdh (@) + asdy(@)] G () do = /O i () do

| Tor6i@61 @) + axsh@)6i (o) + aadi@)ol @) + anthfo)gi@) 1o = [ on(a) da
=0

Fiir die rechte Seite gilt z.B. mit Ny(x) = 2z und No(z) =1 — 2z
(die sogenannten Formfunktionen N; und N, werden geeignet verschoben):

2,5 1 15
/ xpo(x) do = /le(x —0,5) dx—l—/ xNy(z — 1) do = % + % = %
0 0 1

5
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+ Steifigkeitsmatrix

y'(z) = =z, y(0) =0, y(2,5) =0

A
1,04 Y analytische Losung: y(z) = —%aﬁ + %x
0,8 |
0,6
0,4
0,2
0.5 1.0 15 2.0 25
da; — 2a9 = % rechte Seite /xgbl dzx
I
1
—2a1 +4ay —2a3 = 3 /xqﬁgdx
I
—2a9 +4as+2a4 = % /xqﬁgdx
I
—2a3+4ay = 1 /x@ dx
I
. e . 1 7 3
Die Losung des Gleichungssystems lautet: a; = 30 (2= gy Q3 = 1 und a4 = 1

Es gilt . B. (im Kopf) /¢'1¢’1 dr=22-05+(-2?%-05=4  ¢,(0)=2, ¢(1) = -2,
I
/¢g¢; dr =2 (~2)-05 = —2.
I

Die Ergebnisse werden in einer sogenannten Steifigkeitsmatrix (symmetrisch) festgehalten.

4 -2 0 0
L -2 4-2 0
(A= [ ol do =
I 0—-2 4 -2
0 0-2 4

In Matrixform: ~Aa=b mit (b);= /:abi dx
I

T © Roolfs
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+ Elementsteifigkeitsmatrizen

AY
1,01
o1 05 ¢3 P4
0,5
0.5 1.0 15 2.0 25 &
4 -2 0 0 2 0 0 0 2-2 0 0
-2 4 -2 0 0O 0 0 0 -2 2 0 0
(A)ij = | ¢ijdr = = +
I 0 -2 4 -2 0O 0 0 0 0 0 0 O
0 0-2 4 0O 0 0 0 0 0 0 O
0O 0 0 O 0O 0 0 O
0O 2-2 0 0O 0 0 O
+ +
0-2 2 0 0O 0 2 -2
0O 0 0 O 0O 0-2 2
0O 0 0 O
0O 0 0 O
+
0O 0 0 O
0O 0 0 2

Fiir eine Programmierung kann die Steifigkeitsmatrix als Summe der Elementsteifigkeits-
matrizen erhalten werden. Diese ergeben sich, wenn der Integrationsbereich auf die Elemente
(hier jeweils Intervalle der Lange 0,5) eingeschrankt wird.

T © Roolfs



+ Dirichlet-Randbedingung

y'(x) = =z, y(0) =1, y(2,5) =0
Ein moglicher Ansatz wére

¢(x) = ¢o(x) + a191() + azga () + azps(z) + asg4(z)
mit einer Funktion ¢, fiir die ¢¢(0) = 1 gilt.
Vor ¢, steht kein Koeffizient, damit die Anfangsbedingung erhalten bleibt.

AY analytische Losung: y(z) = —%x?’ + %x +1

1,47
1,2
1,0
0,8
0,6 -
0,41

0,2

]Y

0,5 1,0 1,5 2,0 2,5

da; —2ay = —+2 beachte: auf der linken Seite nun zusétzlich: / boy dx = —2
I
—20,1 + 40,2 — 20,3 =

—2a9+4a3 —2a4 =

— =W N = =

—2(13 —f- 40,4 =

Die Steifigkeitsmatrix fiir die Knoten 1 bis 4 bleibt unveréndert.

4 -2 0 0
. -2 4-2 0
/Cbiﬁbjdff:
1 0 -2 4 -2
0 0-2 4
T © Roolfs



+ Neumann-Randbedingung

y'(x) = —z, y(0) =0, ¥(25)=—5

Ansatz:  ¢(x) = a1¢1(z) + azda(z) + azds(x) + as94(x) + asds(z)
Der rechte Randpunkt ist im Gegensatz zur Dirichlet-Randbedingung ein Variablenknoten.

AY
181 1 1,65
y(r) = -2 + 50+ 5
16 67 T2t TR
1,44
1,24
1,04
¢1 03} ¢3 P4 ¢
0,81
0,6
0,4
0,2
< s & % o>
0,5 1.0 1.5 2.0 25 &
da; —2ay = i rechte Seite /xqﬁl dx
I
—2a; +4ay —2a3 = % /:Egbgdx
I
—2a9 +4das —2a4 = z /:pgbgdx
I
—2a3 + 4ay — 2a5 = 1 /x@ dx
11 / 3 3 20
—2a4 +2a5 = —— rosdr — = beachte: — = = y/(z)p5(x)
12 / 2 2 0
Steifigkeitsmatrix 4-92 0 0 0
-2 4-2 0 0
/¢2¢}daz= 0-2 4-2 0
I
0 0—-2 4-2
0 0 0—-2 2
T © Roolfs




+ Poisson Gleichung

Wir betrachten die Poisson Gleichung

0 0
922 U@ y) + g ul,y) = —q(z,y)

.

Au(z,y) auf einem Gebiet A. Sei u(x,y) = 0 auf dem Rand 0A.
Nach der Multiplikation mit einer Testfunktion

/wAU(:v,y) dA:—/ Yq(z,y) dA =
A A

bietet sich auf der linken Seite eine partielle Integration an,
die die Ordnung reduziert.

Einschub (einige Ergebnisse der Vektoranalysis werden bendotigt):
Aus der Produktregel

. — L — —
div(y-F)=1v-divF + grady - F
Vi

folgt wie im Eindimensionalen die Regel fiir die partielle Integration,
die mit dem Satz von Gauss umgeschrieben werden kann.

/w-div?dA - /div(¢-?)dA —/grad@/) FdA
A A A

— —
Gauss Y F-n°ds
0A

H
Mit F = grad u(z,y) folgt:

/1/1 - div grad u(z,y) dA = 1/1?- n°ds — / grad vy -grad u(z,y) dA
A > d 0A A
Au(z,y) ) - ’

0 siehe R;,ndbedingung / [ 877[) au 877[) au

9 dx 8y8y]dA

* vereinfacht sich zu:

o du O H
/[axaz 8ya_Z]dA:/A¢q(x,y)dA

Die FEM verwendet diese Integralgleichung (schwache Form des Randwertproblems).

T © Roolfs
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+ Randbedingungen

Bei Differentialgleichungen kénnen Anfangswerte wie y(0) = 1 oder 3'(0) = 0 vorgegeben
werden. Entsprechend kénnen bei partiellen Differentialgleichungen Bedingungen fiir den
Rand gefordert werden.

Dirichlet-Randbedingung

Auf dem Rand 0A des Gebiets soll die Losungsfunktion bestimmte Werte annehmen,
moglicherweise null (Vorgabe der Dichte, Temperaturbelegung).

Neumann-Randbedingung

Auf dem Rand des Gebiets soll die Ableitung grad u(z,y) 7° der Losungsfunktion

in Normalenrichtung, also senkrecht zum Rand, bestimmte Werte fy annehmen.
(Vorgabe des Massenabflusses).

Ist der Rand Symmetrielinie, liegen also links und rechts davon gleiche Wert vor, so ist
diese Ableitung null.

Auf Teilstiicken des Randes kénnen unterschiedliche Randbedingungen gefordert werden.

T © Roolfs



+ Galerkin-Methode

/ [aw o aw 8u] dA = / Vaq(z,y) A Y fyds
0A

Or 0 dy 9y !
V@/)Vu
Ansatzfunktion:

o(x,y) = a101(x,y) + asda(x,y) + azds(z,y), Testfunktionen ¢;

Durch Einsetzen von ¢ fiir u und ¢; fiir ¢ entsteht ein lineares Gleichungssystem:

Neumann

;aj / V6.V, dA — /A sty " [ ogyas

Neumann

;aj/ VpaVo;dA = /A¢2Q(9€,y) dA + 8A¢2f1vds

Neumann

Zj:aj / VsV, dA = /A b3q(z,y) dA + 8Agz53des

In Matrixform umgeschrieben:

(A);; = /V(bdiﬁj dA Steifigkeitsmatrix

Neumann

(b); = /aﬁiq(x,y) dA + i fnds Lastvektor
A 9A

T © Roolfs




+ Triangulation

Das Gebiet wird in nicht iiberlappende Dreiecke aufgeteilt.

Falls zwei Dreiecke sich schneiden, dann haben sie entweder eine gemeinsamen Ecke

oder eine gemeinsame ganze Kante. Eine Kante auf dem Rand des Gebietes gehort entweder
ganz zu einer Dirichlet- oder einer Neumann-Randbedingung.

Der lineare Galerkin-Ansatz

o(x,y) = a1¢91(z,y) + aspa(x,y) + ... + andn(z,y), n Knoten,

besteht aus einer Linearkombination von n sich {iberschneidenden Hut- bzw. Basisfunktionen.
Zu jedem Knoten gehort eine Variable a;, die den Funktionswert der Losung am Knotenpunkt
bestimmt. Die Einschrankung einer Hutfunktion auf ein einzelnes Dreieck heifit Formfunktion.

1,049 1,049

1 o5 3 P, P

0,51 0,51

T > & & & & © >
05 & 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 30 T

Eine eindimensionale Hutfunktion setzt sich aus 2 Formfunktionen zusammen.

Eine Formfunktion nimmt an ihren Intervallenden jeweils die Werte 1 und 0 an.
Bei der Integration /[algbl(:p) + agda () + ... + andn(z)]- ¢ da ist es vorteilhaft, dass der

I
Tréger (Intervall der Funktionswerte ungleich null) einer Basisfunktion ¢; sich nur mit sich selbst

und den Triagern rechts und links (falls sie vorhanden sind) schneidet. Die von null verschiedenen

Elemente der Steifigkeitsmatrix / ¢i0j bzw. / ¢;¢; gruppieren sich daher um die Hauptdiagonale.
I I

Zur Berechnung werden Produkte von Formfunktionen, bzw. deren Ableitungen integriert.

T © Roolfs
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+ Formfunktionen

13 Fiir das Dreieck gibt es 3 lineare Formfunktionen N;.
Sie sind jeweils an der Ecke P; 1 und an den beiden anderen 0.

Ni(&m) = 1-&—n

NQ(&?”) = f
P 1 6

U ¢l (x,y)
13
(&, m)
Py

Pl v 1 6 v T T T T ,x‘

Um sich fiir beliebige Dreiecke auf die Formfunktionen des linken Dreiecks (Referenzdreieck)
beziehen zu kénnen, werden die Dreiecke durch die Transformation ® ineinander iibergefiihrt.

T = x4 (v3 — 1)+ (x5 — 1)
Yy =+ W2 —y)l+ (s —y)n

Die Jacobi-Determinante lautet:

J = Te Ye — (xz B xl) (y2 B yl) = (1'2 — $1)(y3 - yl) - (903 - 901)(92 - yl)

Ty Yy («T:S - xl) (y3 - yl)

J ist der Inhalt des Parallelogramms (doppelte Dreiecksfléiche),
das von x5, — x; und x3 — x; aufgespannt wird.

Fiir die Riicktransformation ®~!(z,y) gilt:

£ = @2y —y) — (y—y) (23— 21)]
N =y —y)es—21) — (2 —2)(y2 — )]
T © Roolfs
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+ Formfunktionen fiir beliebige Dreiecke

n o (z,y)
193
®(&,n)
To
P
< < T T T T E
P 1 6 Z

Die Formfunktionen werden vom Referenzdreieck Tj auf das Dreieck T iibertragen:

Ni(z,y) = Ni(q)_l(xay)) = Nz(faﬁ)

Die partiellen Ableitungen lauten (Kettenregel):

9« 8§(w,y) 0 . 377(1’,?;)
agN(é) oy +anNz‘(f>77) 3y

( y)

0

Fiir die zu T gehorende Steifigkeitsmatrix S ist
Si,j — / VNZVN] dA
T

durch Variablensubstitution (Referenzdreieck als Integrationsbereich) auszuwerten.
Beim linearen Ansatz (Hutfunktionen) ist jedoch VN;VN; konstant.
Eine regelméflige Triangulation reduziert den Aufwand.

_¥B-n _ _Y%—un
& 7 e 7
xr3 — X1 T2 — X1
fy = T Ny = 7

Diese partiellen Ableitungen (leicht zu ermitteln, siche vorige Seite) sind nur von der Lage

des Dreiecks abhéngig. Die iibrigen Ableitungen beziehen sich auf Formfunktionen des Referenz-
dreiecks. Spéter werden wir allerdings sehen, dass es nicht nétig ist, die Formfunktionen einzeln
zu bestimmen.

T © Roolfs
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+ Elementsteifigkeitsmatrix

Aus didaktischen Griinden wird die zu 7" gehorende Steifigkeitsmatrix ermittelt (auf einen
Index fiir 7" wird verzichtet). Im Weiteren folgt ein eleganteres Verfahren und es wird gezeigt,
wie die Elementsteifigkeitsmatrizen zur Gesamtsteifigkeitsmatrix zusammengesetzt werden.

T

ON; ON;
/ 881;7 890 85; oy ] drdy beachte: dxdy = Jd&dn

~

ON; 0N ON;,  ON; ON;  ON:
//T £5@‘ ) - (g €e + gy ) + (g o+ gy ) - (g 6w + anjny)]Jdgdn

ON; ON; aNiaN aN ON;
— @+ [ [ B¢ Tt + (€. + &m) / gk + ) Jacan

R+ / / O, ey

aN ON; aN 8

a = [(x3 — 1)+ (y3 — n)?]/J
b= —[(v3 —21) (22 — 1) + (y3 — 1) (Y2 — 1) ]/ J
c = [(3:2 —x1)% + (y2 — 91)2]/J

N2(€777>:
N3(£>77):7I
1-1 0 A . 2-1-1
A aNa Yivg 1 A 8]\7231\7] 8]\78]\7 1
51:// 5 e dedn=3-1 1 0|, 52://T0(af S+ gy ge ) dedn = 5|-1 0 1
0 0 0 -1 1 0
. 1 0-1 a+2b+c —a—-b —b—c
. ON; ON; 1 . . L1
S:/ L—Lgeap=11 0 0 0 , S=aS1+bSy+cS;5=5 —a—>b a b
3 " on on £dn 2 1 2 3= 9
-1 0 1 —b—c b c

12



+ Beispiel

Randwerte 0

&

1 3
4 6
Ui
193
7 9
P
P1(H 1 £
Betrachte das Randwertproblem Au = —q, u =0 auf 0A.
Die Gradienten der Formfunktionen
Mz, y) =1-z—y
N2(*Iay) =z 1 1 0
Ni(z,y) =y lauten VN, = ( 1>, VN, (())’ VN; = <1>
2 —1 -1 5
VN;VN; = -1 1 0
-1 0 1
\
\
4 \
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
Tl
z
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Die Zuordnung der Gradienten zu den Dreiecken bei festgelegtem Knoten (festgelegter Pyramiden-
spitze) ist anschaulich offensichtlich. Hierzu sind lediglich die Pyramidenseitenflichen und deren
Gradienten zu betrachten. An den Lagen der Flachen kénnen sie “gesehen werden.

iy

1 2 3
—VN;3
V Ny VN,
4 5 6
—VN; —V Ny
VN3
7 8 9
e >

(A)ss =3 (2(VN)? +2(VNo)? +2(VN3)?) =2+ 1+ 1 =4

% wegen der Dreiecksflache

Fiir alle Knoten 7 gilt (alle Basisfunktionen sind auf dem Rand null):

(A);; =4

T © Roolfs
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1 3 2
—VNg _VN3
VNQ VNl VN2 VNl
4 6 5
—VN; —V N, —VN; —VN,
VN- VN
7 > N9 8 °
o e o

Die Trager der Basisfunktionen der Knoten 5 und 6 iiberlappen sich.

Ass=5(2VNVN,) = —1,

No[—

Diese Situation tritt hdufig auf.

4 —1 —1
—1 4 -1 —1
—1 4 —1
—1 4 -1 —1
A= —1 —-1 4 -1 -1
—1 —1 4 —1
—1 4 —1
—1 —1 4 -1
—1 —1 4
/]\

© Roolfs
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1 2
—VNj3
VN, W
4 )
—VN; —VN,
VN.
7 g

Die Trager der Basisfunktionen der Knoten 5 und 9 iiberlappen sich.

A5,9 =

Insgesamt:

Aa=Db

Losung;:

Wir ermitteln die rechte Seite, sei ¢(x,y) = 1:

bi:/Aébz‘Q(%y)dA :2/01/01_(1_7]_5) d§d77+4/01 0

oder im Kopf, Pyramidenvolumen:

a1 = a3 = a7 = a9 =

16

11

2 (2VN3VNz) =0
4-1 0-1 0 0 0 0 0
~1 4-1 0-1 0 0 0 0
0-1 4 0 0-1 0 0 0
~1 0 0 4-1 0-1 0 0
0-1 0-1 4-1 0-1 0
0 0-1 0-1 4 0 0-1
000 0-1 0 0 4—-1 0
000 0 0-1 0-1 4-1
000 0 0 0-1 0-1 4

a9 = Q4 — Qg — ag —

ol

5
—V N3
VN, i
8
—VN; —V Ny
VN3
_9.1 1
fdfdn—2-6-‘r—2 6—1
1 Y S
§G-h—3 1=1




+ Quadratischer Ansatz

TU
1o P;
Py Ps
P
< >
P, P IEN

Ein quadratischer Ansatz

w(é,n) = a1 + @ + agn + aul? + asén + agn?

fiir das Referenzdreieck wird durch Funktionswerte u; auf P;
in den sechs Knotenpunkten eindeutig festgelegt.

U = o

Uy = 1 + Qo + oy

Uz = aq + a3 + g

uy = a; + 0,009 + 0,250y

us; = a1 + 0,509 + 0,5a3 + 0,254 + 0,255 + 0,25a5
Ug = Qg + 0,503 + 0,250

Die Koeffizienten fiir die Formfunktionen NN; ergeben sich jeweils als Losung
dieses Gleichungssystems. Die N; sind jeweils im Punkt P; 1 und in den anderen 0.
Die Matrizenschreibweise

u=Ma +<— a=M'lu

vereinfacht die Berechnung,

1 00 0 0 0
~3-1 0 4 0 0
-3 0-1 0 0 4

M=
2 2 0-4 0 0
4 0 0-4 44
2 0 2 0 04

17



z.B. ergibt fiir N5 u = (0,0,0,0,1,0)T a5 =4, sonst null.

Ni(§n) = 1 =36 =3n+28 +46n+2n> = (1 -&—n)(1— 25— 2n)
No(&,m) = —€+2¢ = £(26-1)

N3(&,m) = —n+ 210 = n(2n—1)

Ni(&,n) = 46 — 487 —4¢n = 46(1—-&—n)

N5(&,m) = 4né

Ns(&,n) = 4n—4&n — dnp? = 4dn(1—-&—n)

u(&,n) kann als Linearkombination

U(fﬂ?) = U Nl(gan) + ug - N2(€777> T U N6(€777>

der Formfunktionen dargestellt werden.
Die sechs Funktionswerte u; legen u(&,n) fest.
Beide Funktionen (rechte und linke Seite) stimmen an den Stellen P; iiberein.

Eindimensional haben wir die Linearkombination —u(&) = uy(1 — &) + uzé
und allgemeiner mit Formfunktionen: u(&) = u3 N1(§) + ug Na(§)

Das Integral /[u'(f)]Q dé = / [ur NT(€) + ua N5(€)] - [ur NT(€) + ug N3(€)] dé

1 1

kann als Produkt mit der Elementsteifigkeitsmatrix A geschrieben werden.

[wing [ i
I I Uy .
) =uAu quadratische Form

U2

/ [o/(6)])2 dé = (ur, us

I
/ NN / NN
I I

' 0 0
Andererseits ergibt sich mit u(§) = ay + @€ /[ u'(g)]Q de = /oz% dé = o = a7 [ . 1] o
I 0

(mit I = [0; 1], beachte my/, = 1) und

U = aq o = Ui 1 0
< < o = u
Uy = 1 + Qo Qg = —U1 + U —

1 -1
eingesetzt : / [u'(ﬁ)]2 d¢ =u”* [ u, beachte (Eu)" = u"E"

I 1 1

A kann also fiir jedes Element durch die Auswertung von / [u’ (& )]2 d¢ ermittelt werden.
I

18



+ Linearer Ansatz fiir Dreiecke

n oz, y)
193
(&, m)
To Py (x2,92)
Py
Pl v 1 6 v T T T T ,.z.
u(§,m) = a1 + € + asn
w(x,y) = ur + usx + uzy
Mit der Transformation ®~!(z,y) wird 4(¢,n) auf T iibertragen.
U({L’, y) = /&(f(xa y)a 77(957 y)) = o+ Oézg(fl', y) + 04377(1.7 y)
Zusammenhang zwischen den Koeffizienten u; und «y:
Uy = Q1 + Qo — g = —U] + Uy <~ a=(-1 1 0 |u
uz = + a3 a3 = —Uy + us -1 0 1

Die Idee auf der vorigen Seite kann verallgemeinert werden.
Fiir ein gegebenes Dreieck T ist die Steifigkeitsmatrix S mit

// (u? + ui) drdy = u'Su  zu ermitteln.
T

Die partiellen Ableitungen werden mit der Kettenregel gebildet.

Uy = a{ix + annm
Uy = Uy + Upyty

// (ui + uz) dedy = // [(ﬁgfx + annm)2 + (g, + anny)2]‘] d&dn
T To

Variablensubstitution

- a// a2 dédn +2b// ﬁgﬁndfdnvLc// 2 dédn
Ty To To

= [(ws —21)* + (s —w1)?]/J

> Q
Il

c = [(xz —x1)% + (y2 — 3/1)2]/J

19

—[(953 —x1) (2 — 1) + (Y3 — y1) (Y2 — yl)]/J

siehe S.10 und S. 11



+ Zum Vertahren

Fiir eine systematische Implementierung der FEM erweist es sich als vorteilhaft,

die Berechnung der Integrale zunéchst auf Elementebene unter Verwendung der lokalen
Formfunktionen durchzufiithren und aus den einzelnen Elementbeitragen dann schliellich
das Gesamtsystem zu bilden.

Das Vorgehen, zu einer (beliebigen) Ansatzfunktion

uw(x,y) = wiur (2, y) + ugus(z, y) + usus(z,y)

das Integral

2 2 T
//T(uz—i—uy) dxdy = u Su

zu bestimmen, um die Elementsteifigkeitsmatrix S zu ermitteln,
ist tiefsinnig.

Die u; sind die Funktionswerte (-variablen) der Knoten.
Aus dem Ansatz folgt, dass die u;(z, y) die Formfunktionen N;(x,y) auf dem Element sein miissen,
z.B. erhalten wir Ni(z,y) mit u; = 1, uy = 0 und uz = 0.

Fiir S gilt:

T

Der Integrationsbereich ist das Referenzdreieck.
Daher wird die Transformationsformel (Variablensubstitution)

//B f(z,y) dzdy ://A Fl@(u,v), y(u,0) | 2ayo — Toya| dudy
Dr(uw) Ow(uw)

ou ov
J = det
“Noyuw) dy(uw)
ou ov

benétigt.

Die lineare Transformation - und damit J - h&dngt nur von den im Gegenuhrzeigersinn
nummerierten Eckpunkten Pj(x1,y1), Pa(z2,y2), Ps(x3,y3) des Dreiecks,
spater des Parallelogramms, ab.

Das Fliachenelement dxdy ist bei der Transformation durch dxdy = Jd&dn zu ersetzen.
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+ Linearer Ansatz fiir Dreiecke

Fiir den linearen Ansatz
W&, n) = o1 + e + azn

sind die partiellen Ableitungen: ue = g, u, = a3

Die Berechnung (einfach) der drei Integrale iiber das Einheitsdreieck
ergibt die quadratischen Formen:

0 0 O
I = //agdgdn ://agdgdn =10l =a"Sje, Si=3|0 1 0
o o 0 0 0
0 0 O
I, = 2// Ugly d€dn :2// apai3 dédn = apas = o' Sk,  Sh = % 0 0 1
To To
0 1 0
0
L= [[ wdean = [[ atazan = 4ot = a’si, si=4] 0 0
To TO
0
Die quadratischen Formen I; lassen sich nach Substitution mit & = Nu
durch die Knotenvariablen ausdriicken:
I; =u"N"S'Nu = u'S;u
1-1 0 2 -1-1 1 0-1
Si=%|-1 1 0], Sy=2%]-1 0 1| Sz=%l0 0 0
0 0 0 -1 1 0 -1 0 1

Fiir ein gegebenes Dreieck T berechnet sich die Elementsteifigkeitsmatrix S
schlieBlich mit:

a+2b+c —a-—0» —b—c

//(ui+u§)dxdy:uTsu, szasl+bSQ+csB,:% —a—b a b
T

—b—c b c
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+ Quadratischer Ansatz fiir Dreiecke

Py P, 1

a(&,n) = an + @€ + azn + au€? + asén + agn?
u=Ma +<— a=M'lu

ﬂg = Q9 + 20[45 + asT)
Uy, = oz + asé + 2061

Das weitere Vorgehen ist wie im linearen Fall.

o=
|
N
|

© O Kk O W o~

o O

=
O O = O W

o O O O o o

|
W

Pa

siehe S. 16

o O O O O O
S O 0 O =
o o O O O O
co o O O O O

A O O W o &
o W o o o O
O o O o O
0w O o B o

Ps
Pa
Pa
Py
T T T T T )x
1 1—-4 0—4]
0-1-4 4 0
] 1-1 0 0 4-4
644 0 8-8 8
4 4-8 8-8
0-4 8-8 8

//(ui + uz) drdy =u'Su, S =aS; + bSy + cS3
T



Betrachte das Randwertproblem
Au = —4, 0A-Bedingungen spéter.

+ Beispiel

YA
7 8
(0]2) (1]2) (2[2)
® @
4 9
(0[1) (1[1) (2[1)
@
@ ®
1 2
(0]0) (110) (2]0)
YA
P3P3 Py P3P3 Py
® @
Py Py
P1 P2 Pl P2
P3P3 P, ng3 P
@
@ ®
P1 Pl
QPl P2 Pl P2

Es liegt ein quadratisches Bauteil mit 8 finiten Dreieckselementen

mit Element- (@),

lokaler (P;) und globaler (n) Knotennummerierung vor.

Die Steifigkeitsmatrix fiir einen linearen Ansatz werden wir im Kopf und anschlieend

strukturiert ermitteln, damit der Algorithmus erkennbar wird.
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+ Beispiel im Kopf

YA
7 8
—VDN3
VN, VN,
4 )
—VN; —VNy
VN3
1 2

Wir haben wieder die Pyramidenseitenflichen im Blick.

Nl(xay) = 1
N2<xay) =T
N3(z,y) =y

—x—vy

2 _
-1
-1

VN, VN, =

0] 0]
— —
(V) —
I
NI NI~ N
—~

N
N
o

Il

1
2
VN, VN,) = % - (—1)

1 -1
1 0
0 1

[ 2-1 0-1 0 0
-1 4-1 0-2 0
0-1 2 0 0-1
-1 0 0 4 -2
0-2 0-2 8 -2
0 0-1 0-2 4
0 0 0—-1 0 0
0
0

D[ +—

0 0 0-=2
0 0 0 0-1

T
<
=
+
<
=
<
5
I
N[ —
i
[S—y
_|_
0
Il
N[ —
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0 -1

)

0
0
0

o O o O

0
0
0
0

0-2 0

0 0-1

2-1 0

4 -1
0 -1 2
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+ Beispiel systematisch

7 9
P P. P: P.
P, 3 2 P 3 2
©)
Py Py
4 6 P P\ | P P
P P P: P
P 3 2 P 3 2
P1 Pl
£11 2 Q3 {,Pl PN\ | P Py
Die Elementsteifigkeitsmatrizen
a+2b+c —a—0b —b—rc
1
5 —a—> a b
—b—c b c
lauten fiir die grau gefiarbten Elemente (D, @), &, @
[ 2 1 1] ain a2 a13_
% —1 1 0 = % 21 A2 Q923
—1 0 1 as31 Az as3
d fii - - .
s|-1 2 =1 =5 bn bn by
0 -1 1 b31 b3z bs3

Die Gesamtsteifigkeitsmatrix S kann mit diesen 8 Matrizen zusammengestellt werden.
Dabei ist die lokale Nummerierung (P;, P,, Ps) jeweils durch die globale zu ersetzten.
Fiir das Element (D, ergibt das (1,2,4),

fir @ (2,5,4).
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+ Beispiel systematisch

Element (D liefert den Summanden

o O O O O o o o o
S O O O O o o o o
S O O O O o o o o
o O O O O o o o o
S O O O O o o o o
‘I_A o O 4 O O o o o
o O O O O o o o o
—\ H O O O O O O O
_
NN 4 O 4 O O O O O
| |
—
Il
S O O O O o o o o
S O O O O o o o o
o O O O O o o o o
S O O O O o o o o
S O O O O o o o o
S 3 3
S O O O O o o o o
a Qo o o o o O
S 3 3
0oR @ 0o o o o o
S 3 3
— 1
|
(o]
n

und Element (2)

O 0O o0 o0 o o o o QO
O o0 o o0 o0 o o
O 0o o0 o o0 o0 o o
O 0O o0 o0 o0 o o o QO
©C H O 4 N O o o ©
_ _
©c o o - n o o o o
O 0O o0 o0 o0 o o o QO
o - 0 o - o o o o
_
O O o0 0o o o o o ©
L
—
I
I
O 0o o0 o o0 o o o ©
O o0 o o0 o0 o o ©
O 0O 0 o0 o0 o o o ©
O 0o o0 o o0 o0 o o ©
© 3o g g0 o o
= o O
© o g 8o o o o
~ o o
O 0o o0 o o0 o o o
© " O g g o o oo
= o O
O 0O o0 o0 o o o o QO
L
—
I
o
n

Usw.

1+...+S;g

S=S
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+ Algorithmus zum Aufstellen der Gesamtsteifigkeitsmatrix

QO26B 3606018
1 2 2 3 4 5 5
2 5 3 6 5 8 6
4 4 5 5 7 7 8

In der Matrix () werden den 3 lokalen Nummern jedes Dreieckselements
die globalen Knotennummern zugeordnet.

wiederhole fiir e =1 bis 8
wiederhole fiir 4 =1 bis 3

wiederhole fiir j =1 bis 3

[ =Qle, 1]

r= Q[eL]]

falls e ungerade  Sli,r] = S[I, 7] + al, j]
sonst S[l,r] = S[l,r] + b[7, j]

oder wenn die Symmetrie beachtet wird:

wiederhole fiir e = 1 bis 8

wiederhole fiir 7 =1 bis 3

[ =Qle, 1]
wiederhole fiir 7 =1 bis ¢
r=Qle, j]
falls e ungerade  Sli,r] = S[I, 7] + al, j]
sonst S[l,r] = S[l,r] + b]i, j]
S[r, 1] = S[l, ]
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+ rechte Seite, noch ohne Randbedingungen

Su=b, ¢z,y)=4, J=1

Integrale fiir das Referenzdreieck

// AT dedn= .. =

/ §4J dedn = ..
0 JoO

// ndJ dédn=...=73

oder im Kopf, Pyramidenvolumen: %G -h = % . % 1=

OO~

2] [

=n
I
ENIS
— oW N W o W N W

Betrachte die Pyramiden zu den Knoten und die Anzahl der jeweiligen Grundflichenelemente.
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+ Randbedingungen, linker Rand

Ay = —4 YA
Neumann-Bedingung u,(0,y) = —y 7 8
©®
® @
4 5
©) @
@ ®
Na(€.m) = )
N:&(&U) =7

No(0,7) = 0
N3(0,m) = 7
Knoten 1
by wird um / —1)dn =

vergroBert. Der Faktor (—1) entsteht durch den Normalenvektor 77 = (—1,0)™.

Knoten 4

b, wird um / 1)dn = % und um / )(2—=n)(—1)dn =

vergroflert. (2 — n) entsteht durch Verschiebung von (1 —n) um 1, (2 —17

1N

~— W

=1—-(n-1).

Knoten 7

b- wird um / (=n)(n — 1)(~1)dy = 3

vergroflert. (n — 1) entsteht durch Verschiebung von () um 1.
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+ Randbedingungen, rechter Rand

Ay = —4 YA
Neumann-Bedingung u,(2,y) = 3 7 8
©
® @
4 5
@ @
@ ®
NQ(&?”) = K
N:&(&U) =7

N1(07 =1-—n

N (0,m) = 0

N3(0,m) = 7
Knoten 3

1
b3 wird um/ 3(1—mn)dn= %
0

vergrofert. Der Normalenvektor ist nun 7 = (1,0)™.

Knoten 6

1 2
bg wird um / 3ndn = % und um / 3(2-n)dn=735
0 1

vergroBert. (2 — n) entsteht durch Verschiebung von (1 —n)um 1, (2—n)=1—(n—1).

w

Knoten 9

2
by wird um/ 3(n—1)dn = %
1

vergroflert. (n — 1) entsteht durch Verschiebung von () um 1.
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+ Neumann-Randbedingungen, oberer Rand

Au=—4

Neumann-Bedingung u,(z,2) =0

Der obere Rand ist isolierend, es flieit weder Wérme ab, noch hinzu.
b wird nicht verdndert.

Zusammengefasst:

12
17
16
24
21
13
12
13

oo
=l

bneu =6

N T S I = S SR Ry U Ry
+
= L
o O U O O kb O O
+
O O = O O = o o
Il

31



+ Dirichlet-Randbedingungen, unterer Rand

Ay = —4
Dirichlet-Bedingung wu,(z,0) =5z + 5

Am unteren Rand haben wir die Knoten 1, 2, 3.

Die Temperatur an diesen Knoten soll u; = 5, us = 10, uz = 15 sein.
Die Einarbeitung dieser Werte ist denkbar einfach.

Sie werden in das Gleichungssystem eingesetzt.

Die ersten drei Gleichungen sind nun iiberfliissig geworden.

2-1 0-1 0 0 0 0 07[u 5

—1 4-1 0-2 0 0 0 0| u 12
0-1 2 0 0-1 0 0 0] u 17

1 0 0 4-2 0-1 0 0| u 16
0-2 0-2 8-2 0-2 0(|u;|= % 24 %Wurde auf die rechte Seite gebracht.
0 0-1 0-2 4 0 0—1]]u 21
00 0-1 0 0 2-1 0| u 13
00 0 0-2 0-1 4—1 || u 12

000 0 0 0-1 0-1 2w 13 |

10 0 0 0 0 0 0 07[u] [ 0] [—1] [ 0] [ 0]
o 1 0 0 O O 0 0 O o 0 0 —1 0
O 0o 1.0 0 0 0 0 O Us 0 0 0 -1
0 0 0 4-2 0-1 0 0]]u 16 ~1 0 0
0 0 0-2 8-2 0-2 0 Uus :% 24 | =5 0| —=10|—-2 | =15 O
0O 0 0 0-2 4 0 0-1 Ug 21 0 0 —1
00 0-1 0 0 2—-1 0] u 13 0 0 0
000 0 0-2 0-1 4—1/|]|u 12 0 0 0

000 0 0 0-1 0-1 2|[u 13 | 0] | 0] | 0]

Die konstanten Reihen wurden auf die rechte Seite gebracht.
Bei diesem Vorgehen (Auffiillen mit Einsen und Nullen) bleibt die Struktur
des Gleichungssystems erhalten. Fiir uq, us, us erhalten wir die vorgegebenen Werte.
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+ Ansatz fiir Parallelogramme

Pa
Ay
”T | Pa
1P4 P3
| Pa
Qo | Py
P1 P2
< —> T T T T T T T >
1 £ T
Ansatz
W&, n) = o1 + @€ + azn + asln
U = aq
Uy = 1 + Q2
U3 = 1 + Qo + 3 + Qy
Uy = O + a3
1 0 0 0
-1 1 0 0
- M — M! M=
u a = « u 1 0 0 1
1 -1 1 -1
2-2-1 1 1 0-1 0 2 1-1-2
S =2 2 1-1 S (1 0-1 0 1 S 111 2-2-1
P61 o227 P21 01 o TPU6ll1-2 2 1
1-1-2 2 0 1 0-1 -2-1 1 2

// (ul +ul) dedy =u"Su, S, =aS; + bS; + ¢S;
T

Bei festem & oder bei festem 7 ist der Ansatz eine lineare Funktion der anderen Variablen.
Somit ist @(&,n) auf den Kanten von @)y linear und durch Vorgabe der vier Funktionswerte
in den Ecken eindeutig festgelegt. Diese Eigenschaft bleibt durch lineare Transformation
auf allgemeine Parallelogramme erhalten. Dies garantiert die Stetigkeit von wu.
Dreieckselemente kénnen mit Parallelogrammelementen kombiniert werden.
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+ Parallelogrammelemente alternativ

Ny
o—>
Pl P2 5

Wir setzen a = M~tu in den Ansatz 4(£,n) = ay + aé + azn + asén ein
und erhalten die Formfunktionsdarstellung

w(é,n) = ulNl + u2N2 + U3N3 + U4N4

mit den lokalen Formfunktionen

Ni(0,7) = (1-€)(1-n)
Nz(O,n) = £(1—n)
N?)(Oﬂ?) =&n

Ni(0,7) = (1=&)n.

Fiir die Integrale iiber das Einheitsquadrat erhélt man:

[ 221 1
; ON; ON; 7202 1= (// ON; ON; 9N, ON;
o /T03§ o€ % 611 1 2—2’52 TO((% 8n+877 5)
1-1-2 2
[ 2 1 -1 2]
. N ON; J1 2-2-1 R
,sz//—i—idd:— : m_/ N, dédn =
N A A R P e
21 1 2

%W——

g VI W Uy

Hieraus ergeben sich die Elementsteifigkeitsmatrix und der Elementlastvektor:

S, = aS’l + bS’g + 05'3 und b, = fJEe, f konstant

Die a, b, ¢ wurden schon ermittelt.
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+ Anfangliches

1A R AY
N1 N.
Y > Q S ' & >
1 5 Z; Tiv1 xT
Es ist lehreich, dass Bekannte hier noch einmal zu betrachten.
u(§) = ar + @é
Uy = o1 o] = U1 o — 1 0 u
Uy = 1 + Q2 Qg = —Up + Usg —1 1
u(€) =u(1 —&) +ux¢  (durch Einsetzen)
Transformationen:
r=x;+h§, h=mzy4 —x
§ = (z—wi)/h
Ny =1-¢
NQ - f
Ni(z) = Ni((x — x;)/h)
N; N;
aaxz = aa£Z . % Die Ableitung nach z ist umgekehrt proportional zu h.
dx = hd¢

. LoN; ON; 1-1
5:/ L2 e
o 9 o€ [—1 1

"4 ON; ONj YoN;1 ONj1, o 1] 1-1 _ [
Sez/m oz Ox dx:/o o h I R Eg| ) b= ) Nide

i
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+ 1D quadratisch

\Y

b1 /o A o A

Iy,

o b7

T Tit1

Ein quadratischer Ansatz
u(€) = aq + @z + s’

fiir das Referenzintervall wird durch Funktionswerte wu;
in den drei Knotenpunkten eindeutig festgelegt.

Uy = o1
Uy = O + 0,5042 —+ 0,25063

uz = a1 +ag + a3

Matrizenschreibweise
1 0 O
u=Ma <= a=M!lu, M'!'=|-3 4-1
2 —4 2

Durch Einsetzen von e in den Ansatz erhalten wir u(€) als Linearkombination

u(€) = ur - Ni(€) + ug - Na(€) + ug - N3(€)
der Formfunktionen (Ansatzfunktionen, engl. shape functions):

Ni(€) = 1-3¢+2€6 = (1-&)(1—2¢)
No(€6) = 46— 462 = 46(1-¢)
N3(6) = —€+282 = —¢£(1—2)

Die N; sind jeweils in einem Knoten 1 und in den anderen 0.
Ihre Summe betragt 1.

7-8 1

Tit1 .ON Tit1
Se:/ ON; O Ll g16-8] b=/ Nz

Oor Oz dx:?)_h
g 1-8 7 &

dr = hdg
() = w191 () + uaa() + ... + urdpr ()

36

A A U A e

3 Elemente

o=
— R =



+ 1D quadratisch alternativ

AY
o1 P2 by o A P6 b7
% i+1
3 Elemente
Ein quadratischer Ansatz
u(§) = aq + @€ + a3&?
fiir das Referenzintervall wird durch Funktionswerte u;
in den drei Knotenpunkten eindeutig festgelegt.
U = q
Uy = 7 +O,50[2 +O,25043
U3 = O + Qg + Q3
Matrizenschreibweise
1 0 0
u=Ma <= a=M1!tlu M!'=|-3 4 -1
2 -4 2
) 5 0 0 0
Mit v/'(§) = ag + 2a3¢ gilt: / [u'(f)} d¢ = a3 + 2asa3 + gag =a’|0 1 i e"
0 f—
0 1 3
a = M u eingesetzt:
. ) 1 0 07710 0 0 1 0 0
/[U’(é)] d§¢ =u" -3 4 -1 0 1 1]]|-3 4-11|u
0 2 —4 2 0 1 % 2 -4 2
7-8 1
! 2
/ [w(©)] de=u" 5|8 16 -8 |u
0 1 -8 7
1an. N
ON; jdé_
¢ 0
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+ 1D kubisch

Es werden als Knotenvariable auch Ableitungen der Ansatzfunktion herangezogen.
Dadurch erreicht man die Stetigkeit der ersten Ableitung fiir benachbarte Elemente.

AT h=1 AY
N, Ny

]

~— /f%f w7

3 Elemente

Die Ansatzfunktion
u(ﬁ) = 1 + Oégg -+ 06352 —+ 06453

ist durch die Funktionswerte und die ersten Ableitungen
an den Enden des Intervalls eindeutig festgelegt.

U = aq
1

U3 = O] + Qg + O3+ Qy
1
Uﬁl = E (062 + 20(3 + 30&4)
Mit dem Faktor % werden aus Ableitungen nach ¢ Ableitungen nach x.

Unterschiedliche Elementléingen werden so beriicksichtigt und die Ableitungen vereinheitlicht.
(Die Ableitung nach x ist umgekehrt proportional zu h).

Matrizenschreibweise 1 0 0 0
u=Ma <= a=M1!tlu M!'= 0 h 00
—3—-2h 3 —h
2 h =2 h
Mit Ul(f) =g+ 20&3& + 30&4&2 gllt B _
0O 0 0 O
! 5 A 0 0 1 1 1
/ [u’(ﬁ)] d¢ = a§—|—2a3a2+§ a§—|—2a4ag—|—3a4ag,+gaf1 =a’ 0 1 4 3|«
0 3 2
3 9
|01 5 5]
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a = M 'u eingesetzt (Matrizenmultiplikation wie gehabt):

36 3h —36 3h

! 2 3h 4h? —3h —h?
| ) ae =t & u

0 —36 —3h 36 —3h

3h —h% —3h 4h?

o€ o€

36 3h—36 3h

6
e N ON; g | 3k AR -3k R e p| ok
5= / v 0 TR0 | _ag_an ge-sn | o L, NP T12] 6

i Z;

3h —h% —3h 4h? —h

Durch Einsetzen von e in den Ansatz erhalten wir u(§) als Linearkombination

u(€) = up - Ni(€) +uh - Na(€) + ug - N3(€) + - Ny(€)

der Formfunktionen:

Ni(€) = 1-32+2¢8% = (1-€)>(1+2€)

3,

2(€) = h(§ -2+ &) = h{(1-¢)°
Ny(€) = 3¢ — 26 = £%(3 - 2¢)
Ny(€) = h(=€+€%) = —h&(1-¢)

Die Funktionen zu h = 1 heiflen Hermitesche Interpolationspolynome 3. Grades.
Entweder ist ihr Funktionswert oder die Tangentensteigung an den Intervallenden 1 oder 0.

Zur Elementsteifigkeitsmatrix S, gelangen wir auch mit folgender Uberlegung:
Fiir (z.B.) Ny(€) = £(1 — €)? gilt:

w’(:cl):...+u2-h-%z§f2((x_xl)/h)} 0

x:zi+...:...+u2.h.a—€j§z2(§)’£:0.%+m:u2

Mit Ny(€) = hé(1 — €)? statt No(€) = £(1 — €)? gibt uy die Ableitung nach  fiir # = z; an.

Oder: e (= u;) kann wegen ug = u,xe = uyh durch u,yh ersetzt werden.
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+ Einschub Substitution

AT A -
a(§) u(x) = alz/h)
,,/,
e h
< > O — T o>
1§ 1 2 T

Das Intervall [0, 1] wird mit = = h - £ auf [0, h] abgebildet.

/0 hu(:p) dz = h /O 1@(5) d¢

/O[u'<:c>]2czx=/0 [a'<%>~%]2dx=h#/o [a'@]%gz%/o [i(6)]? de
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+ 1D kubischer Ansatz

Fiir die DGL der Balkenbiegung bendtigen wir das Folgende:

Mit u”(§) = 2a3 + 6a4é gilt:

1
2
/ [u"(f)} d¢ = da3+12aza4+12a5 = o’
0

o o o O

a = M 'u eingesetzt (Matrizenmultiplikation wie gehabt):

6 3h —6 3h
1 2 3h 2h%2—3h K2
u” d¢ = u'? u

/0 [ (f)] : —6 —3h 6 —3h

3h  h%*—3h 2h?

-~

B /13Ni 8]\7]-
0

0¢? g2 ¢

6 3h —6 3h
3h 2h* —3h h?

—6—-3h 6-3h
3h  h*—3h 2h?

_ [N ON; L 2
s= | et

i
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1 Auslenkung eines Balkens

Ein 7m langer Tréger ist an einer Seite eingespannt und an zwei Stellen gelenkig gelagert.
Er wird durch eine gleichméfig verteilte Last f, = —10 N/m und durch eine Einzelkraft F' = —50 N
belastet. Die Biegesteifigkeit des Triigers sei B = 30 Nm?. Wir ermitteln die Auslenkung w = w(z).

Der Balken sei in drei Elemente zerlegt. Zur Approximation verwenden wir den kubischen Ansatz.
Ansétze niedrigerer Ordnung sind fiir dieses Problem sinnlos. Entsprechend wéhlen wir als
Knotenvariable jeweils den Wert und die erste Ableitung von w an den Enden der Elemente:

-wl- -w(O)-
Wy w'(0)
w3 w(2)
wal _ | w'(2) 3 3 -3 3
ws w(3) ® h=2 11 3 4 -3 2
we w'(3) 2|3 —3 3 -3
wr | fw(7) 3 2 -3 4
| ws | | w'(7))
Die Elementsteifigkeitsmatrizen S, 6 3 -6 3
@ A=l 3 2 -3 1
’ -6 -3 6 =3
3 1 =3 2
3 6 -3 6
®  h=4 | 6 16 =6 8
6|3 6 3 -6
6 8 —6 16

werden zur Gesamtsteifigkeitsmatrix zusammengefiigt.
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1 Auslenkung eines Balkens
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Fir die Elementlastvektoren b, der drei Elemente erhdlt man
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1 Auslenkung eines Balkens
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Die Kraft I’ wird bei der Knotenvariable w3 beriicksichtigt.

Aufgrund der vorgegebenen Randbedingungen
w(0) =w'(0) =w(3)=w(7)=0

muss W) =Wy =wy; =wy; =0

gelten.

Diese Knotenvariablen sind somit bekannt. Da jeweils der Wert 0 angenommen wird,
konnen in der Steifigkeitsmatrix und im Lastvektor die entsprechenden Eintrédge gestrichen
werden (Zeilen und Spalten in der Steifigkeitsmatrix).
Es bleibt das folgende Gleichungssystem zu losen:

216

96

72 96 0 || ws 18 r
9 32 0 ||wi| _ Jo| 3] | 0
32 80 8 || wg 1271 45 0
0 8 16 || ws 16 0
F=_50N
fq=—10N/m
[TTTTITTTITITIITIITIITITITITIT [T T T I I I I I T I T I T T T T T I I I T I I I T I I I TIITITITITIT
®) l @

ws = —0,289, wy = 0,179, wg = 0,156, wg = 0,367

Die Auslenkung des Balkens am Angriffspunkt von F' betriagt 0,289 m.
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1 Auslenkung eines Balkens

F=-50N

ws = —0,289, wy = 0,179, wg = 0,156, wg = 0,367

(€)
2 = -2+ =¢€(1-¢)7?
N5(§) = 3¢* —28° = £33 -2¢)
() = - +¢° = —£(1-9¢)
ws - Ny(2/2) +wy - 2+ Ny(2/2) 0<z<2
=< ws-Ni(x—2)+wy-1-No(z—2) +wg-1- Ny(z —2) 2< <3
we -4 - Ny((x — 3)/4) + ws - 4 - Ny((x — 3)/4) 3<2<7
—0,3062% + 0,11723 0<z<2
= 2,709 — 4,1492 + 1,81122 — 0,24323 2< 1<
—2.878 + 2,057z — 0,464x2 + 0,03323 3<x<7

Die Biegekurve kann mit den errechneten Werten w; auch als Spline ermittelt werden.
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+ Weitere zweidimensionale Elemente

AT

& E 10 Knoten, stetige Ubergiinge
1

uw(&,n) = a1 + € + agn + s + asfn + aen® + ar&® + asé?n + awén® + aqon®

stetige Ubergiinge und stetige 1. Ableitungen

u(€,n) = a1 + € + azn + s + azén + agn® + ar&® + as&*n + ankn® + aqen®

nA

9 Knoten, stetige Ubergéinge

O >
¢
u(&,n) = a1 + @€ + azn + al? + azén + aen® + ar€?n + asén? + ael’n?

Es gibt viele weitere Moglichkeiten.
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+ 2D kubisch mit partiellen Ableitungen als Knotenvariable

Ein kubischer Ansatz

u(€,n) = a1 + @€ + agn + au® + asin + agn® + a7’ + ag?n + agén® + awn’
ermdglicht stetige Ubergénge und stetige 1. Ableitungen.

partielle Ableitungen:

Ue = g+ 2048 + asn + 3a7E% + 20580 + agn’?
Uy = as+ asé + 2a¢n + s + 20980 + 3ayon?

Mit den Abkiirzungen wue(P;) = p;, u,(FP;) = ¢;, fiir i = 1,2,3 ergibt das:

Up = aq
P11 = Qg
g1 = Qa3

Uy = O + Qg + Qg + Q7

P2 = g+ 204 + 3oy

G2 = a3+ a5+ og

uz = oy + o3+ ag + Qo

P3 = Qg+ a5+ Qg

g3 = a3+ 206 + 300

ug = o1+ 1/3a0 +1/3as3 4+ 1/9as + 1/9as + 1/9a6 + 1/27a7 + 1/27ag + 1/27ag + 1 /27019

u=Ma <— a=M'lu
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10 o o0 o0 0 o0 0 0 O

o 1 0 O O O 0O O 0 O

o 0 1 0 O O 0 O 0 O
-3 -2 0 3 -1 0 0 0 0 0
-3 -3 -3 -7 2 -1 -7 -1 2 27

-3 0-2 0 0 0 3 0-1 0

21 0-2 1 O O O 0O O
3 3 2 7 =2 2 7 1 =2=-27
3 2 3 7 =2 1 7 2 =2=-27
2 0 1 0 0 0-2 0 1 0

Die Ableitungsvariablen in u, = (uy, p1, q1, Us, D2, G2, U3, D3, G3, Ug)
beziehen sich auf £ und 7. Es gilt:

Us = UgTe + UyYe

Uy = UgTy + UylYy mit
Te = Ty —T1 = 221, Ye = Y2 — Y1 = Yo, r = +(9C2 —$1)§+ ($3 —$1)7I
Ty = T3 — X1 = T31, Yp = Y3 — Y1 = Ysa1, Yy = yl+(y2 —yl)§+ (93 —y1)77

pi, ¢; werden substituiert (die Erweiterung von 1D ist erkennbar):

pi = $21U§;i) + y21uy(f) 1=1,2,3

(@) (4)

G = T3ua’ + Y31y neuer Variablenvektor:

u: = (u17 ui(tl)7 u?(,ll)a Uz, U(IQ)a u?(J2)a us, u(z3), u?(Jg)a u4)T

1
T21 Y21 0
T31 Y3
1
C— T21 Y21
31 Ys1
1
T21 Y21
O T31 Y31

u. =Cu

Der Ubergang von u; nach u, wird durch C beschrieben.

Nachdem S, ermittelt wurde, erhalten wir die endgiiltige Elementsteifigkeitsmatrix S;
durch Einsetzen in ulS.u..
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Methode von Galerkin

Diffusionsgleichung
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