GleichméBige Konvergenz

Untersuche das Konvergenzverhalten von f, fir n — oo auf dem Intervall [0, a].
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GleichméBige Konvergenz

Die 1. Funktionenfolge (vorige Seite) konvergiert nur punktweise:

. 1 fir z=0
mh—r>noofn(x)_{ 0 z € [0,q]

Die 2. Funktionenfolge konvergiert zudem gleichméBig: h_r)n fn(z) =1 auf [0,d]
x o

Bei gleichméBiger Konvergenz wird die Stetigkeit der Funktionen f,, auf die

Grenzfunktion iibertragen.

Uberdies gilt, falls die Folge f}, gleichméBig konvergiert: ( lim (@) = lim f}(x)
€T o
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Analoges trifft auch fiir die Integration zu.
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Gleichmifige Konvergenz einer Funktionenfolge auf dem Intervall [0, a] bedeutet:
Zu jeder ,,Umgebung® der Grenzfunktion gibt es in der Folge eine Funktion, von der ab alle
weiteren in der Umgebung verlaufen.

Der gemeinsame Definitionsbereich sei D.
Man iiberlege sich, dass gleichmiffige Konvergenz gegen f durch

v 3 v W n — <e erfasst wird,
e>0 noeN n>nyg €D |f(fE) f(CC)| T WIir

punktweise Konvergenz hingegen durch

Y A 3 v (o) — flx e
20€D >0 noeN n>mng | fn(xo) — f(zo) |
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Negation

Gleichméflige Konvergenz gegen f bedeutet:
v 3 v V | fal@) = flz) ] <e

e>0 noeN n>nyg €D

punktweise Konvergenz hingegen:

W N 3 v (o) — flx e
20 €D >0 noeN n>mng | fn(xo) — f(wo) |

Eine gleichméflige Konvergenz gegen f liegt nicht vor, falls gilt:

e>0 noeN n>ng z€D |f(x) f(:C)|

Die Verneinung der punktweisen Konvergenz lautet:

B 3 \v4 = ) — fx S .
0 €D >0 noeN n>ng |fn( 0) f( O)|_
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