Lineare DGL

Bei linearen Problemen liegt eine typische Losungsstruktur vor.
Betrachten wir hierzu die Gleichung

20 +y=3
Die zugehorige homogene Gleichung ist dann
20 +y =0

Alle Losungen (allgemeine Losung) dieser homogenen Gleichung werden durch (—c¢, 2¢) erfasst.
Eine einzige (partikulire) Losung der inhomogenen Gleichung 2x + y = 3 ist z. B. (0, 3).

Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung setzt sich nun aus der
partikuliiren (speziellen) Losung der inhomogenen Gleichung und der
allgemeinen Losung der homogenen Gleichung zusammen, hier

(z,y) = (0,3) + (—¢,2¢).

Fiir ein Gleichungssystem - wir erinnern uns - gilt:

1. Mit zwei Losungen eines homogenen Gleichungssystems ist auch die Summe eine Lésung.
2. Mit einer Losung eines homogenen Gleichungssystems ist auch jedes Vielfache eine Losung.

3. Mit zwei Losungen eines inhomogenen Gleichungssystems ist die Differenz eine Losung des
zugehorigen homogenen Gleichungssystems.

4. Die Losungsvektoren eines inhomogenen Gleichungssystems haben alle die Gestalt @+, wobei @ ein
spezieller (irgendein fester) Losungsvektor des inhomogenen Gleichungssystems und # ein beliebiger
Losungsvektor des homogenen Gleichungssystems ist.

Bei einer linearen Differentialgleichung liegt die gleiche Losungsstruktur vor.

Wenden wir uns der besonders einfachen DGL
(homogene lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten)

y// _ y — 0
zu. Die Losungen y1(z) = e* und y;(z) = e~ * konnen leicht bestétigt werden.
Die allgemeinen Losung lautet dann y(x) = Cre* + Cae™ .
Die Koeffizienten kénnen den Anfangsbedingungen, z.B. y(0) = 2, 4/(0) = —1 angepasst werden,
Ergebnis: y(z) = %e“ +5e"
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Lineare DGL, einfache und mehrfache reelle Nullstellen

y" +5y + 6y =0

y/// _ 3y// + 2y/ -0

y// . 33// _ 4y — 3621

y' =2y +y=0

y/// + 3y// _ 4y — 0

y/// _3y//+3y/ —y= 0

Der Ansatz y = e fiihrt zur charakteristischen Gleichung
M +5A+6=0

A =-2, a=-3

y(z) = Cre 2% + Core3®

Ansatz y = e

M —=3X2+2X=0

A =0, Aa=1, A\g=2
y(z) = O1 + Cae® + C3e**

homogene Gleichung:

Der Ansatz y = e’ fiihrt zur charakteristischen Gleichung
M —3A-4=0

A =-1 =14

yn(r) = Cre™® + Cael®

inhomogene Gleichung:

Ansatz y,(r) = Ae?* = A= —%
allgemeine Losung y(x) = yp(z) + yp(2)

y(z) = Cre ™" + Che*™ — %e%

Ansatz y = e

N_22+1=0 <= (A-12=0
A=1 doppelte Nullstelle

y(x) = Crxe® + Cae”

Nachweis (verallgemeinerungsfihig)

y' =2 +y=0 = -y - -y =0
~—

2 —2=0, z=C€" z

Es verbleibt, 3y’ —y = C1€” zu l6sen, Ansatz: y = C(x)e

(Variation der Konstanten, siehe iibernéichste Seite)

— (C'(x)e” = C1e”, C(z) = Chz+ Cq, y(x) = Crze® + Coe”

T

ME3X2 —4=A-1)A+2)2=0
y(z) = C1e® + Cre™ 2 + Czwe 2

AN =343 -1=\-12=0 A =1 3-fach, daher auch C3z?e®
y(z) = C1e® + Coxe® + C312e®
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Lineare DGL, auch komplexe Nullstellen

" /

y' =y +y —y=0

yW 42y +y=0

y'+6y +9y =0
y(0) =0, y/(0) =1

MNMoXrA-1=0-1DAN+1)=0
)\1:1, )\2/3:0:|:12

y(x) = Cre® + C2e% cos(1z) + C3e% sin(1x) =
Cie* 4+ Cy cos(z) + Cssin(z)

reelle Nullstelle Aq,
konjugiert komplexe Nullstellen A\y/3 = o & fi

y(x) = C1eM® + Che®™® cos(Bx) + C3e2® sin(fz)

Zur Begriindung wird e’? = cos ¢ + isin ¢ herangezogen.

0=X4+2\2+1
= (A +1)
=[(A+i)(A—19)]?
= (A +i)2(\—i)?

Fundamentalsystem (4 linear unabhéngige Losungen der DGL):
{cos(x), sin(x), z cos(x), z sin(x)}

AM+6A+9=0 <= (A+3)2=0
A=-3 doppelte Nullstelle

y(z) = Cre=3% 4 Coze3®
Ci1=0,-3C;+Cy=1 = (=1
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Lineare DGL

v+ flx)-y=0 yp(z) = K - ¢/ I@)dz (siehe néchste Seite)
Y+ @)y =g(@) y(@) = yn(z) + yp(@)
yn(z) = K - o/ (@) dz

Der Term fiir K (z) kann mit dem Verfahren Variation der
Konstanten (siehe néchste Seite) allgemein hergeleitet werden.

o+ tan(a)y = fla) = tan(e). 9(2) = =
yn(z) = Kcos(z)  beachte: (In(cos(z))) = —iz;g; — _ tan(z)
K(z) = tan(z) beachte: (tan(z))’ = cosi(x)
yp(x) = tan(x) cos(x) = sin(x)
y(x) = K cos(z) + sin(z)
kompaktere Schreibweise fiir die Losung
y' + @)y =g(@) y(x) = yn(@) + yp(@)
yp(z) = K - e F'@ F(z) Stammfunktion von f(z)
(@) = [ g(@)e" Oz -
y—2r-y=ux y(x) = yn(x) + yp(x)
u(l) =0 yn(w) = K - ¢
wp(w) = —% K=5, ya)=35(e""=1)



Begriindungen

y/(x) + f(z) - y(x) =0 homogene lineare DGL
?Z((:f)) = —f(z) integrieren, beachte: / % dx =Iny(z) +C

Iny(z) = —/f(a:) de +C entlogarithmieren

Losung der homogenen DGL

Variation der Konstanten K

Ansatz

in DGL einsetzen

K(z) = /g(:c) . eff(x)dm fiir partikuldre Losung einsetzen
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Lineare DGL, mehrfache reelle Nullstelle, Fundamentalsystem

y' =2y +y=0 Der Ansatz y = e fiihrt zur charakteristischen Gleichung
N —2X24+1=0
A=A -1)=0

FEine andere Schreibweise der DGL erméglicht es,
das Fundamentalsystem zu erkennen.

d
D(Dy) —2Dy+y =0 Diy— gy, lLiy—y
D-1)](D-1 =0
(D-=D[(D-1) v ]
xe”
—_————
el‘

(D —1) fithrt xze® in e® iiber (Produktregel), somit

y(x) = Cre* + Coze”

y/// _ 3y// + 33// —y=0 Ansatz Y= e T
A —3X 430 -1=0
A-—DA=1DA=1)=0

Wir verwenden wieder die Operatorschreibweise.
D(D(Dy) —3D(Dy)+3Dy—y =0
D-)H(D-1)|(D-1 =0

D -D[@-D[(D-1) y ]

2e*

(D — 1) fiihrt 22e® in 2xe” iiber.
(D — 1) reduziert jeweils den Exponenten von z um 1,
somit sind auch e” und ze® Losungen der DGL.

y(z) = C1e® + Coxe® + C312e®
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Storfunktionen e7p(x) Polynom p(z)

Zu einer Storfunktion dieser Art gibt es einen Ansatz, der durch Einsetzen, Koeffizientenvergleich
und Losen eines Gleichungssystems stets zu einer partikuldren Losung fiihrt.

Fiir v = 0 liegt lediglich das Polynom p(x) vor.

Bis auf eine Feinheit sind die Ansétze naheliegend.

Storfunktion | Ansatz, falls 2 (allgemein ) keine Losung der charakteristischen Gleichung ist
320 2% . g
re?® e** . (ax + b)
r2e? e** . (az* + bx + ¢)
Das Ansatz-Polynom hat stets denselben Grad wie p(x).
Falls 2 (allgemein ) r-fache Losung der charakteristischen Gleichung ist,
wird z" als Faktor hinzugefiigt.
Storfunktion | Ansatz, falls 0 keine Losung der charakteristischen Gleichung ist
3 a
z+1 ax +b
2 + 2z ax? +bx +c
Das Ansatz-Polynom hat stets denselben Grad.
Falls 0 r-fache Losung der charakteristischen Gleichung ist,
wird z" als Faktor hinzugefiigt.
y" +y — 2y = -3z Der Ansatz y = e fiihrt zur charakteristischen Gleichung

MN+A-2=0
— AM=-2, =1

yn(x) = Cre " + Coe”
Ansatz fiir die partikuldre Losung, da 0 ¢ {—2,1}:
Yp(r) = az? + bz + ¢,
3 3 9
yp(z) = 52 + 52+ 7

y(@) = Cre™ + Coe® + 322 + S+
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Storfunktionen €[ p(x) cos(Sx) + q(x) sin(Sx) ]

Zu einer Storfunktion dieser Art gibt es einen Ansatz, der durch Einsetzen, Koeffizientenvergleich
und Losen eines Gleichungssystems stets zu einer partikuldren Losung fithrt. v = 0 ist moglich.
Bis auf eine Feinheit sind die Ansétze naheliegend.

Storfunktion | Ansatz, falls v + i3 keine Losung der charakteristischen Gleichung ist

siehe oben | €7 r(x) cos(Bz) + s(z) sin(Bx) |

Die Ansatz-Polynome r(z) und s(z) haben den gréfieren Grad von p(z) und g(x).

y" — Ty + 6y = €® cos(2x)

Yy’ + 3y — 4y = ze®

y" + 4y = e " sin(x)

y// + 43/, + 4y — x26—2z
y(0) =1, 4'(0) =2

y" +y = xcos(z)

Falls v + i r-fache Losung der charakteristischen Gleichung ist,

wird " als Faktor hinzugefiigt.

Der Ansatz y = e fiihrt zur charakteristischen Gleichung
M —TA+6=0
— A = 1, Ao =6

yn(z) = Cre® + Coeb”

Ansatz fiir die partikulére Losung, da 1+ 2i ¢ {1,6}:
yp(x) = e*[acos(2z) + bsin(2x)],

yp(z) = —ez[%g cos(2z) + 55_8 sin(2z)]

y(z) = Cre® + Czeb% — ex[% cos(2x) + 5_58 sin(27)]

y(z) = Cre® + Cre™ 4% — 2—153565D + %xQe“

y(x) = C1sin(2x) + Cycos(2z) — s e P sin(x) + 1—1067“ cos(z)

U=

y(z) = e 2 + 4ae 2" + %x‘le_%

y(z) = Cysin(x) + Cy cos(x) + ixcos(x) + ixQ sin(x)
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