Hauptsatz iiber elementarsymmetrische Polynome

f=a"+ar®+ bz’ +crx+d= (v —z1) (7 — 22) (2 — 23)(x — 74)
=zt - (x1 + 22 + 23+ $4)333
+ (2179 + T123 + T2x3 + T1T4 + Towy + T374) T

— (x122m3 + 1294 + T1X3T4 + ToX3T4)T + T1T2T3T4
Fiir das Polynom f bedeutet das (n = 4):

n
e =Y m=z+o2+a3+T4 = —a

i=1
n

e = Zwixj = 2102 + 103 + T2x3 + T 14 + Toxg +T324 = b
i<j
n
e3 = Z TiT;Tp = T1T2T3 + T1T2T4 + T1T3T4 + TaX324 = —C
i<j<k
€4 = T1x2x3T4 = d

Die e; sind die elementarsymmetrischen Polynome fiir n = 4, x; als Variablen betrachtet,
symmetrisch, weil jede Permutation der Indizes das Polynom in sich iiberfiihrt (die Koeffizienten hingen
schlieflich nicht von der Nummerierung der Nullstellen ab), und elementar aufgrund von:

Jedes in den Variablen z1,...,x, symmetrische Polynom ist ein Polynom in den elementarsymmetri-
schen Polynomen, d.h.:

Sei f(x1,...,z,) ein symmetrisches Polynom, dessen Koeffizienten ganze (oder rationale, reelle, komple-
xe) Zahlen sind. Dann gibt es ein Polynom A mit ganzen (oder rationalen, reellen, komplexen) Koeffizi-
enten, so dass f(z1,...,2,) = h(ey(x1,...,2pn), ... ,en(T1,...,2s)) ist.

Beispiele

224+ 13 = (1 + 29)? — 2(w122)
23+ 23+ 23 = (z1 4 22+ 23)% — 2(z122 + 2173 + T2T3)

v2x + 2ix3 + viwy + 2d03 + x%xl + SC%CCQ = (1 + 22 + x3)(x122 + 123 + T273) — 3T1T2X3

Die Summanden eines symmetrischen Polynoms f kénnen wir lexikographisch mit den Monomen

M al? .. 2™ ordnen, die Koeffizienten spielen hierbei keine Rolle: x]x3x3 > 272323 2] > 2723 2§

Ein Summand ist lexikographisch gréfler, wenn der erste Exponent von links beginnend gréfer ist. Ein
Exponent kann auch null sein. Zu jedem Monom gibt es nur endlich viele lexikographisch kleinere Mo-
nome, falls die Exponenten begrenzt sind.

Sei nun z{"'z5"? ... zp der lexikographisch grofite Summand in f. Es wird ein symmetrisches Polynom
g1 mit gleichem grofiten Summand konstruiert, der dann in f — g; herausfallt. Dieses Verfahren kann fiir
das symmetrische Polynom f — g; wiederholt werden, usw. Es entstehen stets lexikographisch kleinere

Monome, bis man schliellich nach k Schritten bei 0 angelangt ist: f—g1 —go—... — g =0,
f=g+g+...+g.



Sei fiir f mit n = 3 der grofite Summand ax]" x5 x5? mit my =7, mg =4, m3 = 2.

Es muss dann m; > mo > mg sein. Wire z.B. x%x%m% , so giibe es eine Permutation (f ist symme-

trisch, 21 wird mit xy vertauscht), die ein groferes Monom z3z{ 23 = x{x323 hervorbringt.

Der grofite Summand von

—ma2 _ma—m3 _m3
CL€1 62 63

g1
= a(z1 + @2+ x3)™ " (2122 + T103 + B2w3)"? " (212223)"
= a(z]z523 + 2272323 + 212325 + 3282323 + 11282323 + 11282325 + 3282323

+ 3252822 + 18z 2323 + 31ajadas + 18252323 + 3xfa32§ + 2ialad + 1latalad +...)

ist azi" " (z1@e) T (2 0ws)™ = ax) xy Pay .

O
Schauen wir uns ein Beispiel an, f ist symmetrisch.
f= (x1—x)? n=2
= x% — 2x119 + x% e1 =x1 + X3, €2 = T1X2
grofiter Summand 22
g1 = el ) =ef
= (21 + 32)?
= x% + 221290 + x%
=g = —4x120 grofter Summand
go = —461 16% = —4ey
f=g1—92 =0
f=9+g
= e% — 4eq

f = (z1+29)% — dxy29



Weiteres Beispiel, f ist symmetrisch.

grofiter Summand

g1

g2

f—91—92

= 2323 + 2323 + 2323 n=23

€1 =21 +To + T3, €2 =T1T9 + T1T3 + T3, €3 = T1T2T3
i
e%_2 eg_o eg = e%
(xlxg + x5 + x2x3)2
2323 + 203 wows + 232t + ...
—2:6%:62.%3 — Qxlsc%:cg — 2x1x2x§
—2x3 1913 grofiter Summand
—26%71 e%fl es = —2eje3
—2(z1 + x2 + x3)T 12223

—2x%x2x3 — 2x1x§x3 — 2x1x2x§

0
g1+ g2
e3 — 2eje3

(v129 + 2173 + 2273)? — 2(21 + 9 + X3) T1T2T3



Eindeutigkeit

Die Darstellung eines jeden in den Variablen zy,...,z, symmetrischen Polynoms als Polynom in den

elementarsymmetrischen Polynomen ist eindeutig.

Der indirekte Nachweis ist einfach.
Aus f(o1,01,...,00) =g(o1,01,...,0,) folgt h(oy,01,...,0,) =0.
Es kann nun gezeigt werden, dass die Einsetzung in ein von null verschiedenes Polynom
ungleich null ist.
Schreibweise n = 3
m/ m/ m/ m// m// m//
h(o1,01,03) = a10y '0y%05° +asoy ' 09 203° + ...
/ / /
= a1 (w1 + z2 + 23)™ (172 + 2173 + T273)™2 (T17273)™3

+ ag (1 4 @2 4 x3)™ (129 + 2173 4 T223)™2 (T12203)™3

_l’_
= :c;n/l Fmytms mgﬂﬁmé x?g’ + ... Terme lexikographisch kleiner
+ a9 xT;’+mg’+mg x?gﬂng x?g + ... Terme lexikographisch kleiner
+ ...

Der von den blau hervorgehobenen Termen lexikographisch GroBte ayz}* T2+ 22473 41 kann

durch keinen Summanden aufgehoben werden, h(o1, 01, 03) ist nicht das Null-Polynom.
Zu ergénzen ist noch, dass der lexikographisch gréfite Term eindeutig bestimmt ist.
m/ er/ +m/ m/ er/ m/ m//+m//+m{/ m//+m// m//
Aus a;oy ' 7 Pay? Pag? =ajxyt T P ay? Pag® folgt
— /! " !/ _ 1 !/ _ 1
CLZ—CL], m3—m3, m2—m2 3 ml —ml.



Diskriminante

Sei f=a"4a, 12" ' +...+a1x+ag ein Polynom mit den (nicht notwendig verschiedenen) Nullstellen
Ty ..,y Bsist f = (z —21)(z —22)... (x — ) und ap—; = (—1)%ei(x1,...,2,), z.B. fir n = 3:

f=a%+ax® + arx + ap = (x — 21)(x — 22)(x — x3)

= $3 - (xl + T2 + 563) 562 + (5613:2 + x123 + $2$3) T — T1T2x3
——
el () €3
Somit gilt:
—(fEl + x9 + 563) = a2
122 + T1T3 + T2x3 = a1

—I1T2x3 = ag

Die Koeffizienten einer normierten Polynomgleichung sind bis auf Vorzeichen die elementarsymmetri-
schen Funktionen in den Losungen.

Die Diskriminante D = (z1 — x2)%(21 — x3)%... (zn—1 — 2,,)? (lat. discriminare unterscheiden)
ist ein Term, der genau dann null ist, wenn (mindestens) zwei Losungen gleich sind. D = H (i — x5)
1<i<j<n

2

besteht aus (;) Faktoren und hangt wegen der Quadrate nicht von der Nummerierung der z; ab,

ist somit symmetrisch in z1, ..., z,, daher als Polynom in den elementarsymmetrischen Funktionen,
also den Koeffizienten von f darstellbar. Beachte: D kann ohne Kenntnis der Nullstellen ausgerechnet
werden.

f=a+pr+gq n=2 e =x1+xy=—p, €3 =21T1T2=¢q
= (21— x2)°
= (.%'1 + 1‘2)2 — 4x129
= 6%—462 =p? —4q
D = (21 — x9)*(x1 — 23)* (2 — 3)° n=3
= e3ed — deles — 4e3 + 18e1e9e3 — 27e2 ohne Rechnung, dann folgt fiir
f=x34pr+q e1=x1+xo+x3=0, eg =120+ Tox3 + T123 =P

—€3 = —T1T2T3 = (¢

D = —de} —27e3 = —4p® — 2742

Alternativ kann D = —4p3 — 27¢* direkt durch eine lingere Rechnung erhalten werden.

In D = (z1 — 22)*(z1 — x3)*(v2 — 23)? wird jeweils (x; — x;)? durch (z; + z;)? — 4a;; ersetzt,
Klammern aufgelost, mit z1xox3 = —¢q vereinfacht, 3:‘3 durch —pzx; — q ersetzt, ausgeklammert
und weiter mit xqx9 + xoxg + x123 = p und z1 + T9 + xr3 = 0 vereinfacht.



