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+ Geometrische Verteilung
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Ein Gliicksrad wird solange gedreht bis zum 1. Mal eine 1 erscheint.
X sei die Anzahl der Ubergénge bis zur Absorption.
Dem Graphen kann die Verteilung pp = ¢*"'p, k =1, 2, 3, ... unmittelbar abgelesen werden.

Wir ermitteln den Erwartungswert.

E(X) =1p1 + 2p2 + 3ps + 4ps
=1p + 2pq + 3pq® + 4pg® ...

=p + pqg + p¢® + pg’ (= P(X > 1) = P(mindestens 1 Ubergang) = 1)
+ pg + pg* + pg? (= P(X > 2) = P(mindestens 2 Ubergiinge) = ¢, ¢ ausklammern)
+ pg® + pg ... (= P(X > 3) = ¢* ¢* ausklammern)
3 =1 2, 3 _ 1 _1
+pg’ ... T et = =

Das war auch zu erwarten.
Um z.B. eine 6 (P = %) zu wiirfeln, bendtige ich im Schnitt 6 Wiirfe.

Warten auf eine 6: Wir wiirfeln solange, bis eine 6 erscheint.
X sei die Anzahl der benstigten Wiirfe, P(X =k) = (1 —p)*~1-p
Z.B. ist die Wahrscheinlichkeit, mit héchstens 4 Wiirfen eine 6 zu erzielen, P(X < 4) = 51,8 %.
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eleganter:
Sei m die mittlere Schrittzahl von 0 aus bis zur Absorption.

Dann gilt m=p-1+4 (1 —p)-(m+1), alsom:%,
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+ Wartezeit bis zu einem vollstdndigen Satz (Sammlerproblem)
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Es geht um die Frage, wie lange es dauert, bis jedes der n moglichen Ergebnisse eines Zufallsversuchs
mindestens einmal aufgetreten ist. Aus einer Urne mit n nummerierten Kugeln wird zuféllig jeweils eine
gezogen und wieder zuriickgelegt. Dies wird solange wiederholt, bis jede Kugel mindestens einmal gezogen
wurde. In der Grafik geben die Zusténde 0 bis n die Anzahl der gesammelten Nummern an.

Sei X; die Wartezeit, um vom Zustand ¢ — 1 nach ¢ zu gelangen.

X, ist geometrisch verteilt.

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten

1—4
pi:u, 1=1,2,3,...,n
n

verringern sich geméfl der abnehmenden Anzahl noch nicht gezogener Kugeln.
Im Zustand 2 z.B. muss eine von n — 2 Kugeln gezogen werden, um in den Zustand 3 zu gelangen.
Im Schnitt werden hierzu % Ziehungen (Kehrwert der Wahrscheinlichkeit, siehe 1. Seite) benotigt.

Die X; sind unabhéingige Zufallsvariable und die Summe
Tn:X1+X2++Xn
ist die Wartezeit fiir einen vollstdndigen Satz.

Der Erwartungswert errechnet sich somit:

E(T,) =2+ +-"5+...4+n

Einen Wiirfel muss man im Schnitt 14,7 mal werfen, damit alle sechs Augenzahlen
mindestens einmal auftreten.
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+ Wahrscheinlichkeiten, eine vollstdndige Serie zu erhalten
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Die Wahrscheinlichkeiten, mit genau k Ziehungen eine vollstindige Serie (n = 6) zu erhalten,
sind hier grafisch dargestellt.

Ich habe die Wahrscheinlichkeiten aus der Taylorentwicklung der erzeugenden Funktion von 7g
ermittelt. Alternativ liefert die Anwendung der Siebformel:

= =5 o () -

r=1

In der unteren Grafik sind die Wahrscheinlichkeiten dargestellt, mit hochstens & Ziehungen
eine vollstédndige Serie zu erhalten (kumulierte Wahrscheinlichkeiten).
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+ P(Ts = k) GeoGebra
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+ Anwendung der Siebformel, um P(T,, = k) zu ermitteln

Wir wechseln das Modell.

08800880800 | 1O 1 100 L O |
2 3 4 5 6

m = 15 Kugeln sollen auf n = 6 (z.B.) Facher nacheinander zuféllig verteilt werden.
Gegeniiber dem Kugel-Ficher-Modell sind die Bezeichnungen m und n vertauscht.

Eine vollstandige Serie liegt vor, wenn sich in jedem Fach mindestens eine Kugel befindet.
Sei w eine Versuchsreihe der Lange m:

w=(2,4,21,3,1,3,6,4,6,3,3,5,1,2)

Fiir jedes Fach j wird eine Zufallsvariable W} definiert, die die Anzahl der Versuche (die Wartezeit)
angibt, bis das Fach j erstmalig eine Kugel erhélt.

Wi(w) =4
Wi(w) =1
Wg(w) =35
Wy(w) =38

Die Zufallsvariable der Wartezeit auf eine vollstdndige Serie ldsst sich in der Form
Tn = maX(Wl, W2, ey Wn)

ausdriicken.

Den Schliissel zur Bestimmung der Verteilung von T,, bildet die Gleichheit der Ereignisse:
{T, >k} = W, >k}
j=1

Die Menge {7, > k} beinhaltet alle Versuchsreihen w, so dass nach k Versuchen noch keine vollsténdige
Serie vorliegt. Fiir diese w gibt es jeweils ein Fach, in dem nach & Versuchen noch keine Kugel liegt, d.h.
Wi(w) >k, j€{1,2,...,n}.

Die Siebformel besagt nun in diesem Fall:

n

P(O{Wj >kp) =Y ()-8, mit S,c= Y PAWy >k}0...n{W;, > k})
j=1

r=1 1<i1<..<ir<n
Die rechts stehenden Wahrscheinlichkeiten lassen sich leicht angeben, z. B. gilt:

P{Wy > kyn{Wy >k} n{W3 > k}) = (ﬁ)k

n

Das Ereignis {W; > k}n{Ws > k}N{W3 > k} tritt ein, wenn in den ersten & Versuchen keines der Fécher
1, 2, 3 besetzt wird, d.h. wenn bei jedem der ersten k Versuche jeweils die Nummern 4, 5, 6 ausgewéhlt
werden und dies geschieht mit der angegebenen Wahrscheinlichkeit.
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+ Anwendung der Siebformel, um P(T,, = k) zu ermitteln

Die Wahrscheinlichkeiten in

Spi= Y P{Wi >kyn...n{W;, >k})

1<i1<..<ir<n

sind daher alle identisch (%)k

Mit der speziellen Siebformel

r

P(lJ4)=> (- (”> "P(AINAyN...NA4,)
j=1

r=1

erhalten wir:

n

PUT >k =3 (- (1) (5

r=1

Nun ist nur noch P(T,, > k—1) = P(T,, > k) + P(T,, = k)

umzustellen, das Bisherige zweimal anzuwenden,
auszuklammern und das Ersehnte liegt vor:

P =8 =3 ()-a-5r "

r=1
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+ Anwendung der Siebformel, leicht vereinfacht

m Kugeln sollen auf n = 6 (z.B.) Fécher nacheinander zufillig verteilt werden.

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens ein Fach leer bleibt?

Wir betrachten alle Versuchsreihen der Liange m:
w=1(2,4,2,1,3,1,3,6,4,6,3,3,4,1,2)
Fiir jedes Fach j definieren wir das Ereignis: A; = Fach A; bleibt leer. Dann ist
—1
P(A) = ()"

P(A;inA;) = (=2)"

P(A;NA; N Ay) = (2=3)"

n

P(AiNA;NA,N...NA,) =0

Mit der Siebformel

P(AjUAaU ... UA,) =) P(A) =) PANA)+ > PAINANA)— ...
i=1 i<j i<j<k

(=) P(AiNnA2n ... NA)

erhalten wir:

o= (1) ey

r=1

Z.B. fir n = 4 Fécher
m 2\m 1\m
Pp=P(AUAUAUA)=4-(3)" —6-(3)" +4-(3)

und fiirn =6

Pr=P(A{UAsUA3UA UAsUAG) =6-(2)" —15-(3)" +20- (2)" — 15 (




+ Anwendung der Siebformel, leicht vereinfacht
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Die Wahrscheinlichkeiten P,, streben fiir wachsendes m natiirlich gegen 0.
1 — P, ist die Wahrscheinlichkeit, mit m Kugeln jedes Fach mindestens einmal zu belegen,
das ist die Wahrscheinlichkeit fiir eine vollstéindige Serie.
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+ Wahrscheinlichkeiten fiir eine vollstdndige Serie schrittweise berechnen
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Die Wahrscheinlichkeiten, um nach k£ Versuchen in einen bestimmten Zustand ¢ zu gelangen,
konnen bei Ubergangsdiagrammen dieser Art auf einfache Weise ermittelt werden.

Mit dem 1. Versuch gelangt man in den Zustand 1 (1). (Wahrscheinlichkeiten in Klammern)
Mit dem 2. Versuch bleibt man im Zustand 1 (%) oder gelangt in den Zustand 2 (”T_l)

n
Mit dem 3. Versuch sind die Zustédnde 1, 2 und 3 erreichbar.
Zustand 1 nur, wenn fiir K = 2 der Zustand 1 schon vorlag,
Zustand 2 nur, wenn fiir kK = 2 die Zusténde 1 oder 2 vorlagen,

Zustand 3 nur, wenn fiir k = 2 der Zustand 2 vorlag.

Mit dem 4. Versuch sind die Zusténde 1, 2, 3 und 4 erreichbar.
Zustand 1 nur, wenn fiir K = 3 der Zustand 1 schon vorlag,
Zustand 2 nur, wenn fiir k£ = 3 die Zusténde 1 oder 2 vorlagen,
Zustand 3 nur, wenn fiir k = 3 die Zusténde 2 oder 3 vorlagen,

Die Berechnung wird iibersichtlich in einer Tabelle (hier fiir n = 6) angeordnet.

D OO OO @
1 1 0 0 0 0 0
2 ¥ - 0 0 0 0
1.2 1 5 5 2 5 4
3 (67 s6+t6'6 66 ! 0 0
1,3 35 120 5.4 3
. (5) 216 216 6 6 6 0 0
1.4 135 3
2 (5) 324 54 0
55 t—1 7
Versuche k T?G
n—i+1 i An den Pfeilen stehen die Wahrscheinlichkeiten,
n n im (k4 1)ten Schritt vom Zustand ¢ — 1 nach ¢
zu wechseln oder den Zustand i beizubehalten.
k+1
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+In jedem Brétchen mindestens 2 Rosinen
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m Kugeln sollen auf n = 3 Fécher nacheinander zufillig verteilt werden.
Wie viele Kugeln sind mindestens erforderlich, damit mit (mindestens) 95 %-iger Wahrscheinlichkeit
sich in jedem Fach mindestens 2 Kugeln befinden?
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Die Wahrscheinlichkeiten P,, streben fiir wachsendes m natiirlich gegen 1.
Die Antwort lautet: 16 Kugeln, Pig = 95,9%

m—4
Um die giinstigen Méglichkeiten zu ermitteln, werden die Méglichkeiten fiir das 1. Fach (Anzahl TZ )

m—k—2

mit den Moglichkeiten fiir das 2. Fach (Anzahl " me k) ) kombiniert. Die restlichen Kugelfr:lQlanden

7
1=2
im 3. Fach. Die obere Summationsgrenze m —4 stellt sicher, dass fiir die iibrigen beiden Fécher mindestens
4 Kugeln iibrig bleiben.
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+In jedem Brétchen mindestens 2 Rosinen
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m Kugeln sollen auf n = 4 Fécher nacheinander zufillig verteilt werden.

Wie viele Kugeln sind mindestens erforderlich, damit mit (mindestens) 95 %-iger Wahrscheinlichkeit

sich in jedem Fach mindestens 2 Kugeln befinden?
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Die Antwort lautet: 23 Kugeln, Pz = 95,4%

868 EETE G
P, = =2 =2 _ k=2 i=2 =
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1
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Mit dieser Zéhlmethode sind der Berechnung (Maple) leider Grenzen gesetzt.

Mir ist jedoch nichts Einfacheres eingefallen.

Immerhin gibt es fiir 23 Kugeln 70368744 177664 mogliche Verteilungen, von denen
67112688842496 die geforderte Bedingung erfiillen.
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+In jedem Brétchen mindestens 2 Rosinen

n = 5 Facher 4 I
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+In jedem Brétchen mindestens 3 Rosinen

m Kugeln sollen auf n = 4 Fécher nacheinander zufillig verteilt werden.
Wie viele Kugeln sind mindestens erforderlich, damit mit (mindestens) 95 %-iger Wahrscheinlichkeit
sich in jedem Fach mindestens 3 Kugeln befinden?
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Die Antwort lautet: 30 Kugeln, Py = 95,7%
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