Z-Transformation
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Z-Transformation

Links-Verschiebung

Beispiel  yu10 — 4yt +4yn =2", 40 =0, y1 =1
Riicktransformation

Laplace-Transformation

Eindeutigkeit der Laplace-Transformation, heuristisch
Approximation durch eine Treppenfunktion

Beispiel 3" +2y +y = 9¢*, y(0)=0, ¥ (0)=1
Laplace-Transformierte der Delta-Funktion

Beispiel 2y" +4y" + 10y = 4§(t), y(0) =0, ¥'(0) =0



+ Z-Transformation

Fiir eine Differenzengleichung wie z.B. f(n + 1) — 2f(n) = n2"

(alternative Schreibweise y,.1 — 2y, = n2") ist eine explizite Form fiir die Folge f(n), n € Ny,
gesucht. Als hilfreiches Werkzeug dient die Z-Transformation.

Hierbei wird zu einer Folge yo, y1, Y2, ¥3, ... die Summe yo + % + ZZ/—% + Z—g + ...

gebildet, die auf dem Konvergenzbereich eine gebrochen-rationale Funktion F'(z) (Z-Transformierte)
darstellt. Die Z-Transformierten der verschobenen Folgen wie z.B. y,.1, ¥+ oder y,,_; lassen sich
durch die Z-Transformierte F' von vy, ausdriicken, so dass bei einer Transformation der Differenzen-
gleichung (genauer deren Folgen) eine Gleichung entsteht, die nach F' umgestellt werden kann.
Der Funktionsterm von F' wird in handliche Summanden umgeformt (héufig Partialbruchzerlegung)
und mit einer Tabelle fiir die Riicktransformationen kann die gesuchte Folge gefunden werden.
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Erlautere:

1
Fyn-1) =F(ya) -5, n=1

Die Z-Transformierte von vy, lautet yo + % + % + % +..,

die Z-Transformierte von y,_; hingegen: % + % + % +...
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1 Z-Transformation

Erlautere:
F(yns1) = 2 (F(yn) - yo)
F(yni2) = 2 (F(yn-l-l) - yl) =7
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Erlautere:

F(yni1) = 2 (F(yn) - yo)

Die Z-Transformierte von vy, lautet yo + % + % + % +...,

die Z-Transformierte von y,; hingegen: y; + % + Z—g + Z—é +...

F(yni2) = 2 (F(ynH) - yl) =7

Dieselbe Uberlegung wird fiir eine weitere Links-Verschiebung um 1 noch einmal angewandt.

F(ynia) = 2% (F(ya) — 0 — y127")
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1 Z-Transformation  Beispiel

Yn+2 — 4yn+1 + 4yn = 2n7 Yo = Oa Y1 = 1

Die Z-Transformation ergibt:
2 (Flyn) —yo — iz ") = 42(Flya) — o) +4F(y,) = F(2") =

(22 —4z+4)F(yn) = 2+ - : 5 beachte F(a") = —
, , - -
(= —2)?

z

—

z z

Fo=p T ozgr =

Yp = 2" + %(n2 —n)2"2% n>0 (Tabelle)

vereinfacht:

U= Bn+n?H2"3 n>0
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+ Riicktransformation

Die Riicktransformation erfolgt praktischerweise mit einer Tabelle.
Der mathematische Zusammenhang fiir die Rekonstruktion der Folge aus der Z-Transformierten
wird durch die beeindruckende Formel erfasst:

y(n) = QLm %F(z)z"ldz

Ahnliches gilt fiir die Laplace-Transformation.

Sei z.B. n = 3.
F(z):yo+%+%+g—§+%+... — F(z)~z2:yoz2+y1z+y2+%+%+...

Das Residuum von F(z) - 22, z € C, ist ys.

Das komplexe Kurvenintegral ¢ lings einer geschlossenen Kurve ergibt sich unmittelbar
aus dem Residuensatz der Funktionentheorie. Hiernach liefert bei der Integration von F(z) - z
nur der Summand %3 einen von Null verschiedenen Beitrag, und zwar ys27i.

2
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+ Laplace-Transformation

Die Laplace-Transformierte einer Funktion f(t¢), t > 0, lautet (sofern das Integral existiert):

H@zé?@e%ﬁ

Die Laplace-Transformierte von f’(t) ist dann sF'(s) — f(0) (mit partieller Integration einsehbar),
und die von f”(t) ist: s(sF(s) — f(0)) — f'(0). In einer DGL kénnen die Summanden durch die
Laplace-Transformierten ausgetauscht werden. Die Gleichung wird nach F'(s) umgestellt, f(¢) mit
einer Transformations-Tabelle ermittelt.

Die folgenden Graphen veranschaulichen die Laplace-Transformation.

Resiests
L RESITEITES
““

IS
<>

(s,t) — e** als Faktor driickt alles zu Boden.

F(s) gibt die Querschnittsfliche in t-Richtung an.
7



+ Laplace-Transformation

J(t) = 21<1<4
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+ Eindeutigkeit der Laplace-Transformation, heuristisch

Wir betrachten die Treppenfunktion:

w

21+ 52 = Liza

DO —

ft) =

in Maple  f(t) = 5 Heaviside(t — 1) 4+ %Heaviside(t — 2) — Heaviside(t — 4)

DN

Die Laplace-Transformierte lautet:

Es ist zu sehen, wie die Funktion f in die Laplace-Transformierte eingeht und umgekehrt

wieder aus ihr gefiltert werden koénnte.

Wenn man nun noch bedenkt, dass wir Funktionen betrachten, die durch Treppenfunktionen
approximiert werden kénnen, wird der eindeutige Zusammenhang einer Funktion und ihrer Laplace-
Transformierten erkennbar.
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4+ Approximation von f(t) = t* durch eine Treppenfunktion g

g:=t —> sum(f(i*dx)*(Heaviside(t—i*dx) —Heaviside(t—(i+1)*dx), i=0..n):

dx:=1: n:=1:

e 5 6_25
F(s) =5 -3
dx:=1: n:=bh:

5 . .

‘ e—tdrs  —(i+1l)dxs

F(s) =Y flido)[=—F— = =——F—]

i=0
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1 Laplace-Transformation Beispiel

Die DGL y" + 2y’ +y = 9¢* ist zu 16sen, Anfangswerte: y(0) =0, /(0) =1

Die Transformation der DGL ergibt:

(s2-F(s)—s-0 1) +2(s- F(s) — 0) + F(s) = =5 —>
s+7
PO = 1P D
S+ A B C

Eine Partialbruchzerlegung mit dem Ansatz GF12(5-2) — 541 + CESIE +55
liefert eine Zerlegung.

1 2 1

F(s) = s+l (s+1)2 T2

Nun gelingt die Riicktransformation.

y(t)=—et=2te i+ =—(2t+1)et 4 ¥
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+ Laplace-Transformierte der Delta-Funktion

\Y

Die Laplace-Transformierte der Funktion f(t) = é lo<i<c lautet:

1 . 6765

ES

ey = [Troera= [Teta

Mit  lim 2=

e—0 ES

=1 (I'Hospital oder Tangentengleichung des Z#hlers)

erhalten wir:

L3(1) =1

Weiter gilt:
L(O(t—a))=e"*
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1 Laplace-Transformation Beispiel

Die DGL 2y” + 4y’ 4+ 10y = §(t) ist zu 16sen, Anfangswerte y(0) = 0, 3/(0) = 0.

Die Transformation der DGL ergibt:
252 F(s) +4sF(s) + 10F(s) =1 =

1

F(s) = 52 45110

Die Riicktransformation liefert

y(t) = %e*t sin(2t).
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