Intervallschachtelung

In der Antike beschiiftigten sich Mathematiker wie Archimedes von Syrakus
(287-212 v.Chr.) unter anderem mit der Fldchenberechnung krummlinig be-
grenzter Figuren (Kreis, Parabelsegment), indem sie die Figuren durch Recht-
ecke bzw. Dreiecke anniherten (approximierten).

Erst im 17. Jahrhundert entdeckten Barrow, Newton und Leibniz die all-
gemeinen Zusammenhéinge, deren Behandlung in der Oberstufe erfolgt. Um
die Schlussweisen zu verstehen, gehen wir der Frage nach, wie man aufgrund
von Néherungsrechnungen zu einem exakten Ergebnis gelangen kann.

Fiir den Inhalt A der Fliche unter dem Graphen der Funktion f(x) = 32?2
in den Grenzen von 0 bis 1 gilt (die Herleitung erfolgt spéter):
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Aus dieser sogenannten Intervallschachtelung kann der exakte Fliacheninhalt A
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erkannt werden. Begriinde, dass A ## 1 nicht moglich ist. 1
Jede reelle Zahl, also z.B. 3, % , V2, 7, 1g3, kann durch eine Intervallschachtelung erfasst werden.
1. Auf welche Zahl = (den Grenzwert, Limes) zieht sich die Intervallschachtelung zusammen?
a) 03 < = < 04 b) 1 <z < 2
033 < = < 0,34 1
0333 < z < 0,334 l+; <z <2
0,3333 < =z < 0,3334 1+%+i < z < 2
1 1 1
l+5+7+3 = ¢ < 2
I+ < e < (1417
2. Ausblick:  Die Funktion f(z) =¢* (e=2,718...) (1+1) (1+1)
hat eine bedeutsame Eigenschaft. 1+ %)2 < e 1+ %)3
An jeder Sjcelle sind Ta'mgentenstelgung (1+ 1)3 < e < (4 1)4
und Funktionswert gleichgrof. 3 ) 3
3. Begriinde, dass durch die Reihen eine Intervallschachtelung gegeben ist.
1 1 1
a) 1-— 3 + 173 + .. Spéter wird bewiesen, dass der Grenzwert der Schachtelung % ist.
1 1 1
b) 1- 3 + FT = + .. Leibniz bewies, dass der Grenzwert der Intervallschachtelung % ist.
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Intervallschachtelung  Fortsetzung

Allgemein gilt:

Alternierende Reihen ¢; —ca +¢3 —¢q4 + ... (Summanden abwechselnd positiv und negativ), bei denen
die Betridge der Summanden monoton gegen null streben, legen eine Intervallschachtelung fest:
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[ a1 ; by ] Die linken Grenzen der Intervallschachtelung bilden eine monoton steigende Folge:
[ az 5 b2 | a; <az <az< ..,
[as s bs ] die rechten Grenzen bilden eine monoton fallende Folge:

by > by > b3 > ...

Die Differenz b, — a,, strebt gegen null.

Um zu erkennen, auf welchen Wert sich eine Intervallschachtelung zusammenzieht, reicht die Kenntnis
der rechten (bzw. linken) Intervallgrenzen aus.
Die Folge 1,1; 1,01; 1,001; 1,0001; ... strebt gegen 1 (konvergiert gegen 1, der Grenzwert ist 1),
symbolisch: lim b, = 1.

n—oo

Umgekehrt kann zu jeder konvergenten Folge eine Intervallschachtelung zum selben Grenzwert gefunden
werden. Um dieses zu begriinden, ist eine genaue Definition des Grenzwerts einer Folge erforderlich.

Fiir die Berechnung von 7 ist die Leibniz-Reihe
s 1

=1 1+1 +
4 3 5 7 7

nicht besonders geeignet, da sie sich sehr langsam dem Grenzwert néhert.

Eine ziemlich rasch konvergierende Reihe wére:

To_ (2 1y L2 1) 1/2 1N
4  \3 7 3\3 73 5\3 7

convergere lat. zusammenstreben
divergere lat. auseinanderstreben



Grenzwert einer geometrischen Reihe

s1 = 2

so = 1,0

s3 = 1,625

s4 = 1,59375
s5 = 1,6015625

S6 1,599609375
s7 = 1,60009765625

sg = 1,599975585937 ...
s9 = 1,600006103515 ...
s10 = 1,599998474121 ...
s11 = 1,600000381469 ...

s12 = 1,599999904632 ...
s13 = 1,600000023841 ...
s14 = 1,599999994039 ...

s15 = 1,600000001490 ...
s16 = 1,599999999627 ...
s17 = 1,600000000093 ...
s18 = 1,599999999976 . ..

s19 = 1,600000000005 ...
s20 = 1,599999999998 ...

— 1,600000000000 . .. = %

Sy, ist Summe der ersten n Summanden.
s wird beliebig genau durch s, angenéhert.
Die Ndherungen s,, erzeugen die reelle Zahl s, den Grenzwert.

S — 1 76000000000000000000W”
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Reelle Zahlen
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