Summenformel fiir arithmetische Reihen

Wie grof} ist die Summe der Zahlen von 1 bis n?

1 + 2 + 3 + .. + (n—=1) + n o
n + (n—-1 + (n—-2) + .. + 9 T }+ Idee: Reihe umkehren
nn+1
o = BHD

Diese Uberlegung lisst sich auf beliebige arithmetische Reihen verallgemeinern:

ap + (an+d) + (a1+2d) + ... + (ap—d) + an }+
a, + (apn—d) + (ap,—2d) + ... + (a1+d) + o ay
as = a1 +d
Sy = W a3 = a1 + 2d

an =a1 + (n—1)d

Summenformel fiir geometrische Reihen

Zunéchst wieder ein Beispiel:

ss = 1 4+ 2 4+ 4 + 8 + 16 + 32 + 64 + 128 |2
5502 = X2 T4 408 4+ 16 4+ 32 + 64 + 128 + 256
88—88-2 = 1-—256
ss(1—2) = 1-—256
ss = 255

Nun der allgemeine Fall:

sn = a1 + a1q¢ + a1¢® + .. + aq"? + arq™! | - q
\ \ _ _ —_
Sp-q = a1rq + a1 + ..+ aqr 4+ et + a g
Sn—Sn-q = a1 —aiq"
sn(1—q) = ai(1—q") a1
_ n az = aiq
g = @wl-dY) a2
1—gq 3 19
an:alqn_l

beachte: n ist die Anzahl der Summanden
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Die unendliche geometrische Reihe

Es wird angenommen, dass ein Anteil m jeder Ge-
neration durch Mutation eines bestimmten Gens an
Retinoblastom (einer Art Augenkrebs bei Kindern)
erkrankt; weiter wird vermutet, dass ein Teil r der
Erkrankten das Gen an die néchste Generation ver-
erbt. Wie grof ist der Anteil der Erkrankten (gemeint
ist der Anteil der Tréger des defekten Gens) in der

heutigen Generation, falls m = % und r = 1% sind?

Die Konvergenz einer unendlichen geometrischen
Reihe soll an einem weiteren Beispiel gezeigt werden.

1 1 1 1
S=1+§+2—2+§+2—4+

Werden n Summanden addiert, ergibt dies

1\n
sn:%, also s= lim s, = 11:2
1— 5 n—00 1— 5
Anzahl der Summanden Néherung fiir s
5 1,93 ...

10 1,998 ...
15 1,99993 ...
20 1,999998 ...
25 1,99999994 ...
30 1,999999998 ...

Beachte: 2 besitzt die Darstelling 2 =1,9

Die allgemeine unendliche geometrische Reihe lautet:

s=a14+a-qg+a-¢>+a-¢+a-qt..

. a1
s= lim s, = ——,
n— 00 1—g¢q

Mit s, = ————= ist

falls —1<g¢g<1ist,dadann lim ¢" =0 gilt.
n—oo

Aus der nebenstehenden Grafik ergibt sich eine andere
Moglichkeit, die Summe einer unendlichen geometrischen
Reihe, d.h. den Grenzwert der Teilsummenfolge, zu
ermitteln und zwar mit der Schnittstelle zweier Geraden:

y==x und y=q-x+ai-q
Die nebenstehende Rechnung ergibt: s = 1 ll
—q
. Bestimme die Summe:
) 14 L + ! + ! + ! +
a -+ =+ =+=+4 ..
5 52 5% 54
b) 2+2+2+2+2+
3 32 3 3¢ 7
© Roolfs

Lésung:

In der heutigen Generation entsteht ein An-
teil m = % durch Mutation. In der vorigen
Generation entstand derselbe Anteil m durch
Mutation, hiervon wurde der Anteil r auf die
heutige Generation vererbt, zusammen ergibt
das einen Anteil von m + m - r. Die vorvori-
ge Generation liefert zur heutigen einen Anteil
von m-r?, usw. Insgesamt erhalten wir fiir die

heutige Generation einen Anteil s:
_ 2 3
s=m+m-r+m-r°-+m-r°+ ..

Die Summe von n. Summanden betrégt:

m-(1—r"
L _me (=
1—r

Je weiter wir in der Folge s, fortschreiten,
umso genauer wird s approximiert, daher
bestimmen wir den Grenzwert:

m 29
1—r  10°

s= lim s, =
n—oo

Der Anteil ist ungefiahr um die Hélfte groBer
als die Mutationsrate.

|
|
|
aj - q } |
|
a-q L
| |
| |
| |
al x
r = q-rx+tai-q
r—q-x = ai-q
r(l—q) = ai-q
R ay - g
1—-¢
. 1— .
. - a1+a1q:a1( q) , a1-q
1—-¢q 1—g¢q 1—-¢q
aj
3 pr
1-¢




Unendliche geometrische Reihen

=03

L=
|

— 0,33333 ...
3 3 3
10 T 100 * To00

Die vier Darstellungen erfassen dieselbe Zahl.

Eine unendliche Reihe stellt ein Verfahren dar, um eine Zahl auf beliebig viele Stellen zu berechnen.
Spéter ist es moglich,

. X X X X .
51nx:1———+———+—... zu beweisen.

Umgekehrt kann zu einer geometrischen Reihe die Summe als Bruch ermittelt werden.
s =04
= 0,44444 . ..

A 4 4
10 T 700 T 1000 -

Wir notieren den allgemeinen Fall:

s =a, + a1q + a1 ¢® + ... |- q
\ \ -
S-q = a1q+a1q2+a1q3—|—...
§—8-q = a
s(l—¢q) = o
a1
S =
l—gq

O~

Fiir das Beispiel ist s =

Die Summenformel fiir eine unendliche geometrische Reihe kann auf eine zweite Weise
gewonnen werden.

Die Addition der ersten n Summanden ergibt: s, = al(%_qu

Fiir n — oo (n strebt gegen Unendlich) folgt s, — 1%(] oder etwas kiirzer:

5= nh—>Holo Sn = 7 a_1 . (Limes, Grenzwert), dafir —-1<g<l1 nh_)rgo " =0 gilt.
a) Wandle 0,13 in einen Bruch um.

b) Berechne s = 3 — % + 1% - ... und sg, S7, S10, S11-
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Grenzwert einer geometrischen Reihe

1 1 1 1
S1 = 1
SS9 = O,5
s3 = 0,75
sy = 0,625
ss = 0,6875
s¢ = 0,65625
sy = 0,671875

ss = 0,6640625
sg = 0,66796875

s1p = 0,66601562 ...
s = 0,66699219 ...
s12 = 0,66650391 ...
s13 = 0,66674805 ...
siu = 0,66662598 ...
s15 = 0,66668701 ...
sig = 0,66665649 ...
sip = 0,66667175 ...
s1s = 0,66666412 ...
s19 = 0,66666794 ...
s = 0,66666603 ...
sy = 0,66666698 ...
S99 = 0,66666651 ...
o3 = 0,66666675 ...
s21 = 0,66666663 ...

—5  0,66666666 ...= ;

S, ist Summe der ersten n Summanden.
s wird beliebig genau durch s, angendhert. Die Ndherungen s,, erzeugen die reelle Zahl s.

S = O 66666666666666666666“”
)
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Grenzwert einer geometrischen Reihe

2 2 2
sS=i it E T ETEoET
S1 = 2
So = ]_,5
s3 = 1,625
sy = 1,59375

s5 = 1,6015625

s¢ = 1,599609375

sy = 1,60009765625

sg = 1,599975585937 ...
sg = 1,600006103515 ...
s10 = 1,099998474121 ...
s = 1,600000381469 ...
s12 = 1,599999904632 . ..
s13 = 1,600000023841 ...
s = 1,599999994039 ...
s15 = 1,600000001490 ...
s16 = 1,599999999627 . ..
s17 = 1,600000000093 ...
s1s = 1,599999999976 . ..
s19 = 1,600000000005 ...
s90 = 1,599999999998 . ..

— 1,600000000000 . .. = %

S, ist Summe der ersten n Summanden.
s wird beliebig genau durch s, angenéhert (siche Intervallschachtelung).
Die Néherungen s,, erzeugen die reelle Zahl s, den Grenzwert.

S — 1 760 O O OOOOOOOOOOOOOOOOW'
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http://groolfs.de/jahrgang111pdf/Intervallschachtelung.pdf

Medikamenteneinnahme

Herr A. nimmt tédglich morgens 3 mg eines Medikaments ein. 20 % dieses Medikaments werden
wéahrend eines Tages abgebaut. Erfasse den Verlauf der Medikamentenkonzentration im Koérper.
Sei my =3 und m; die Konzentration am néchsten Tag unmittelbar nach der Einnahme.

my = mo-q+3 =3-¢q+3, mit q:l—%zgzo,& Weiter gilt:

me =mi-q+3=3-¢+3-q+3
ms =my-q+3=3-¢+3-¢"+3-q+3

m, = mn_l-q—i—?) = 3-(]”—}-3-(]”71%— —|—3-q2—|—3-q—‘r3 beachte: n + 1 Summanden

Fiir m,, erhalten wir zusammengefasst (geometrische Reihe):

3-(1—0,8""
= 2L ZO8T) (108 = 15— 15 0,8
]_ — 0,8 N——— n my
— 0 0 3
strebt gegen null 1 5,4
A mg 10 13,712
15: **************** 20 14,862
i 30 14,985
| 40 14,998
10 A
5
T T TT \1\()\ T T 1T \2\()\ T T TT \3\0\ T T 1T \4\0 n

m,, ndhert sich fiir grofer werdendes n immer mehr dem Wert 15.  Schreibweise: lim m,, = 15
n—oo

Die allgemeine unendliche geometrische Reihe lautet:

s=a+a-qt+a-¢F+a-@+a -+ ..

1_ n
Mit s, = M ist s= lims, =
1—gq n—00 1—gq

ai

)

falls —1<q¢g<1 ist,dadann lim ¢" =0 gilt.

n—o0

Fiir die Medikamenteneinnahme besteht ein Gleichgewichtszustand fiir s(1 — ¢) = a;.
Hieraus ist die Grenze sofort zu erkennen. Erléutere dies.
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Laplace-Miinze

Eine Laplace-Miinze wird so oft geworfen, bis zweimal hintereinander die gleiche Seite oben
liegen bleibt. Insgesamt wird aber hochstens n-mal geworfen.

a) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit P, (n = 2, 3, 4), bei n-maligem Werfen aufeinander-
folgend zwei gleiche Seiten zu erhalten?

b) Welche Wahrscheinlichkeit ergibt sich, falls die maximale Anzahl der Wiirfe nicht mehr
begrenzt wird?

1
1 ‘ 1 ‘ 1 ‘ 1 P =3
n=2 4 4 4 4
—————
ersetzen durch
ABB\ABA\BAB\BAA Lo
1‘1‘1‘; Fs=5+1
n=3 B 8 B 8
————

ersetzen durch

ABAA\ABAB\BABA\BABB

3
Il
D=
+
=
+
0|

A L‘L‘L‘L

n = 16 16 16 16

A B A B
. 1 1 1
dm Pp=5+ytgt.. =1

Wenn die maximale Anzahl der Wiirfe nicht mehr begrenzt wird,
werden schliefflich mit der Wahrscheinlichkeit 1 zwei gleiche Seiten geworfen.

Das hatten wir auch so erwartet.
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1. Stelle dir vor, dass die Unterteilungen unbegrenzt fortgesetzt werden.
Bestimme die Summe aller Flidcheninhalte der grauen Quadrate.

4cm
[
H,
2. Die Spirale wird unbegrenzt fortgesetzt.
Bestimme ihre Lénge.
Welchem Punkt strebt sie zu?
(=]
4 cm
© Roolfs




1. Stelle dir vor, dass die Unterteilungen unbegrenzt fortgesetzt werden.
Bestimme die Summe aller Flidcheninhalte der grauen Quadrate.

4 em

Der Grenzwert % - 16 ist ersichtlich, da jedes Quadrat dreimal vorkommt
und nur einmal gezéhlt wird.
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2. Die Spirale wird unbegrenzt fortgesetzt.

Bestimme ihre Léange.
Welchem Punkt strebt sie zu?

4 cm

Y

10



8cm

Die Quadratlangen nehmen jeweils um % ab.
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Reelle Zahlen

Startseite
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http://groolfs.de/jahrgang112pdf/ReelleZahlen.pdf
http://groolfs.de/

