10.

11.

12.

Merkhilfe Differenzialrechnung

Symmetrie Achsensymmetrie zur y-Achse —
Punktsymmetrie zum Ursprung =
Spiegelung an der x-Achse y="7
an der y-Achse y="7

Verschiebung um ¢ in z-Richtung nach rechts (links)

um d in y-Richtung

gestreckt/gestaucht mit Faktor a in z-Richtung
mit Faktor b in y-Richtung

Monotonie f streng monoton wachsend auf I, falls

f streng monoton fallend auf 7, falls

Hochpunkt H(zo | f(x0)), falls
oder VZW

Tiefpunkt T(xo | f(xo)), falls
oder VZW

Graph von f linksgekriimmt auf 7,
falls auf 1

Graph von f rechtsgekrimmt auf 7,
falls auf 1

Wendepunkt Wi(zo | f(xg)), falls

oder VZW

Tangentengleichung

Normalengleichung
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Steigung, Winkel
Schnittwinkel zwischen Geraden (Tangenten)

allgemeine Sinusfunktion f(z) =7 Amplitude |al,

Verschiebung um c in x-Richtung, Periode %ﬂ, Verschiebung um d in y-Richtung

Berithrbedingungen, Funktionen f und g, Stelle x

Bedingungen fiir das rechtwinklige Schneiden, Funktionen f und g, Stelle z

stetige Verbindung von f und g an der Stelle z,
d. h. sprungfreier (nahtloser) Ubergang

knickfreier (glatter) Ubergang

kriimmungsruckfreier Ubergang

Krimmung, Krimmungskreis

maximaler Flacheninhalt eines einbeschriebenen Rechtecks
maximale Differenz der Funktionswerte

minimale Entfernung zum Ursprung

maximaler Flacheninhalt eines in eine Flache gelegten Rechtecks

Interpretation einer Funktionsgleichung

a) f(wo) = g(zo) +2

6
flxo +1) = f(xo)
f) e 0,5
f’(lﬂo)
&) flzo) 02
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

exponentielles Wachstum
iterativ, p% pro Zeiteinheit

Prozentuales Wachstum, Funktionsgleichung

Funktionsgleichung, zur Basis e
Differenzialgleichung

exponentielle(r) Abnahme (Zerfall)
iterativ, p% pro Zeiteinheit

Prozentuale Abnahme, Funktionsgleichung

Funktionsgleichung, Basis e
Differenzialgleichung

begrenztes Wachstum
iterativ, p% pro Zeiteinheit
Differenzialgleichung
Funktionsgleichung

begrenzte(r) Abnahme (Zerfall)
iterativ, p% pro Zeiteinheit
Differenzialgleichung
Funktionsgleichung

linearer Zufluss, exponentieller Abfluss (z. B. Tropfinfusion)

iterativ, p% pro Zeiteinheit
Differenzialgleichung
Funktionsgleichung

logistisches Wachstum
iterativ, p% pro Zeiteinheit
Differenzialgleichung
Funktionsgleichung

Vergiftetes Wachstum
Differenzialgleichung
Funktionsgleichung

©® Roolfs
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29. Bestimmung ganzrationaler Funktionen, Bedingungen

a) P(a | b) liegt auf dem Graphen von f
b) Nullstelle z =a
c) Extremum E(a | b)
d) Wendepunkt W(a | b)
e) Sattelpunkt S(a | b)
f) in A(a|b) die Steigung m
g) Tangente y = max + b an der Stelle z = a
h) Steigungswinkel an der Stelle x = a (z. B.) a = —20°

i)  12% Anstieg, d. h. 12 m Hohenzunahme je 100 m in x-Richtung

30. Bestimmung ganzrationaler Funktionen, Ansatz

ganzrationale Funktion 3. Grades  f(x) = ax® + bz* + cx + d
4. Grades  f(z) =ax*+bx® +cx? +dr +e

a) y-achsensymmetrisch, hochstens 3. Grades
b) y-achsensymmetrisch, hochstens 4. Grades
¢) punktsym. zum Ursprung, hochstens 3. Grades
d) punktsym. zum Ursprung, héchstens 4. Grades
e) punktsym. zum Ursprung, hochstens 5. Grades
f) Zusammenhang zwischen der Anzahl

der Bedingungen und dem Grad des Polynoms

T © Roolfs
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31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

Zusammenhang vom Grad n einer ganzrationalen Funktion und der Anzahl der
Nullstellen

Wendepunkte
. 2.4
Ortskurve fiir Max( 3k | 9 k:2>
Asymptote
Ableitung von
flx)=a2°—2z+1
fa) = 2 — 1)
flz)=e™
o) = 0
flx) =ze™®
f(x) =sinx
f(x) =cosx
f(x)=Inx
1
fla) =7
flz) =z
Ableitungsregeln
Produktregel (uv) =
Quotientenregel ( % ), —
Kettenregel (u(v(2)) )' —
(@) =
Randextrema

gemeinsame Punkte einer Funktionenschar

Kreisgleichung

©® Roolfs
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zum Anfang
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Symmetrie Achsensymmetrie zur y-Achse — f(—x)= f(x) firallexz

Punktsymmetrie zum Ursprung =

Der Graph eines Polynoms mit nur geraden Exponenten
ist achsensymmetrisch zur y-Achse.

Beispiel: f(z) = 2% — 322 +5

T © Roolfs
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Symmetrie Achsensymmetrie zur y-Achse =

Punktsymmetrie zum Ursprung <= f(—z) = —f(z) firalle x

1Y /f(w)=w3

Der Graph eines Polynoms mit nur ungeraden Exponenten
ist punktsymmetrisch zum Ursprung, wenn tiberdies der konstante Summand Null ist.
Der Graph muss durch den Ursprung verlaufen.
Beispiel: f(z) = 2° +22° —x
nicht punktsymmetrisch wére: f(z) = 2° — 2% + 2

T © Roolfs
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Spiegelung an der z-Achse: y=—f(x)
an der y-Achse: y="7

©® Roolfs
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Spiegelung an der x-Achse: y="7
an der y-Achse: y= f(—x)

Yy
1 | 2
f(x‘) = 6_($_1)
-2 -l i 5 %
Yy
1 1 2
g(a) = e D)
g(z) = e~ (@)’ beachte: (—z —1)? = (z + 1)2
-3 2 - i —
©® Roolfs
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Verschiebung um ¢ (¢ pos.) in z-Richtung nach rechts: y = f(xz — ¢)
x durch = — ¢ ersetzen

nach links: y = f(z+¢)
x durch z + ¢ ersetzen

um d in y-Richtung

\Y AY
2
y =2 31 y=(z—2)
2
;.
1 2% -1 1 2 3 4z

r = 2 eingesetzt ergibt y =0

xr = —2 eingesetzt ergibt y =0

©® Roolfs
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Verschiebung um ¢ in z-Richtung nach rechts (links)

um d in y-Richtung;: y=f(z)+d

y=ax2+1

©® Roolfs
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IS
&
~—

gestreckt /gestaucht mit Faktor a in z-Richtung: y = f(

mit Faktor b in y-Richtung:

-2 -1 x
Y
a = % < 1 Stauchung
-9 1 9 z
YA
a=2>1 Streckung
g ; 3 1 ; i

©® Roolfs

13



gestreckt /gestaucht mit Faktor a in z-Richtung:
mit Faktor b in y-Richtung: y=">b-f(x)

-2 -1 X
Y
b=2>1 Streckung
9 1 z
Y
b= % <1 Stauchung
1 -
l 2
gla) =5
-2 1 1 2 x
© Roolfs
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Monotonie f streng monoton wachsend auf 7, falls f'(x) >0 furallex €I

f streng monoton fallend auf I, falls

f/

©® Roolfs
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Monotonie f streng monoton wachsend auf 7, falls

f streng monoton fallend auf I, falls f'(x) <0 firallex € I
N Y/
1 f
T
/’\f’

©® Roolfs
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Hochpunkt H(zo | f(x0)), falls f'(xg) =0 und f"(x9) <0

oder

©® Roolfs
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Hochpunkt H(zo | f(x0)), falls

oder f'(xg) =0 und Vorzeichenwechsel von + nach — von f” an der Stelle xy,

f'(xg —h) >0 und f'(zo+ h) <0 fir eine Umgebung von z

f/

Am Term 1 — z (linear mit negativer Steigung, e* > 0) ist zu erkennen, dass an
der Stelle z = 1 ein Vorzeichenwechsel von + nach — (Maximum von f) vorliegt.

\Y
2,
f
1,
6 5 -4 3 2 - 1 ﬁ\x
1
©® Roolfs
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Tiefpunkt T(xo | f(z0)), falls

oder

f(xg) =0 und f"(x9) >0

19

YA
4 .
3 1 f
2 .
1 .
Wx 5w
1A
21
fla) = g2t +a°
Extrema: Minimum oder Maximum?
notw. Bed.:  f'(z) =0 (@) = 32 + 62
fl(l') — ZL‘3 —|—3ZL‘2 f”(O) =0
24302 = 0 f"(=3) =3-9-18>0
?(x+3)=0
=0 Ty = —3 Der y-Wert wird errechnet, indem der
. 97 x-Wert in die Funktionsgleichung ein-
Min(—3 | _Z) gesetzt wird.
AY
3 .
2 .
1 .
5 1 2@
© Roolfs




Tiefpunkt T(xo | f(z0)), falls

oder f'(xg) =0 und Vorzeichenwechsel von — nach + von f” an der Stelle xy,

f'(xg —h) <0 und f'(zo+ h) > 0 fir eine Umgebung von z

f/

fl@) = (w= 12 e
flla) = (@ = 1) e

Am Term z? — 1 (nach unten verschobene Normalparabel, e” > () ist zu erkennen,

dass an der Stelle z = —1 ein Vorzeichenwechsel von + nach — (Maximum von f)
und an der Stelle x = 1 ein Vorzeichenwechsel von — nach + (Minimum von f)
vorliegt.
AY
f

2,
/\1 /
6 5 4 3 2 -l 17

iy

© Roolfs
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Graph von f linksgekriimmt auf I,
falls auf I f"(z) > 0 gilt.

f‘/
Graph von//f linksgekriimmt

©® Roolfs
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Graph von f rechtsgekrimmt auf 7,

falls auf [

f"(z) < 0 gilt.

Graph von f|rechtsgekriimmt
2 .

©® Roolfs
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Wendepunkt W(zo | f(xg)), falls f"(xg) =0 und f"(x9) #0

oder VZW

fa) = Lt 4 a0

Wendepunkte:
notw. Bed.: f"(z) =0
322 + 6z = 0
r(3x+6)= 0
T, = 0 To = —2
Wl(o | 0)7
AY
3,
2,
1,
5 1 22

YA
4,
3 /
f
2,
1,
f//
A
-1
9
f"(x)= 6246
f"(0)=6 #0
f"(-2)= 6 #0
Wo(=2 | —4)
©® Roolfs
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Wendepunkt  W(xq | f(z0)), falls

oder f"(xg) =0 und Vorzeichenwechsel von f” an der Stelle x,

< >
f"(xo —h) >0 und f"(xo+ h) < 0 fir eine Umgebung von x

©® Roolfs
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Tangentengleichung y= f'(a)(x —a)+ f(a)

\Y

Yy =mx

f(x) =ax?, P(3]7)
Gleichung der Tangente in P
y = 6a(zx —3)+9a
y = 6axr — 9a

©® Roolfs
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Normalengleichung

YA

w

3 2
f(x) =ax?, P(3]7)
Gleichung der Normalen in P
y = —6—1a(x—3)+9a
T © Roolfs
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tana = f'(x0)

a = arctan f'(xg)

Schnittwinkel « der z-Achse und der Tangente an der Stelle z = —4
fl(—4)=2

tan(a) =2 = a=0634°

T © Roolfs
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Schnittwinkel zwischen Geraden (Tangenten) a = [tan~1(my) — tan"1(my)]

Fiir a > 90° gehe man zu 180° — « iiber.

Schnittwinkel o der Graphen, d. h. der Tangenten an der Stelle x = 1

Gegeben sind die Funktionen
f(z)=2* und g¢g(z) = %

tan(ay) =2 = a3 =634°
tan(ag) = -1 =  ay = —45°

B =634°— (—45°) = 108 4°
a = 180° — 108,4° = 71,6°

T © Roolfs
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allgemeine Sinusfunktion f(z) =a-sin(b(z —c)) +d

Amplitude |a|, Verschiebung um ¢ in z-Richtung, Periode %ﬁ, b= %
eriodenlange
Verschiebung um d in y-Richtung
(_
AY
1 f(z) =sinzx
_1t
AY
1t f(z) =sin2zx
3 2 T 3 & %\x
_1 L
AY
1t f(z) =sin2(x — 1)
1
Il ﬁ Il Il
= z T s 2 Iz
_1 N
T © Roolfs
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Beriihrbedingungen, Funktionen f und g, Stelle xq

(/

L. f(zo) = g(wo)
2. f'(wo) = g'(wo)

©® Roolfs

30




Bedingungen fiir das rechtwinklige Schneiden, Funktionen f und g, Stelle x,

L. f(zo) = g(x0)
2. f'(zo) - g'(w0) = —1
YA

©® Roolfs
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stetige Verbindung von f und g an der Stelle z,
d. h. sprungfreier (nahtloser) Ubergang

knickfreier (glatter) Ubergang

kriimmungsruckfreier Ubergang

f(zo) = g(z0)

©® Roolfs
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stetige Verbindung von f und g an der Stelle z,
d. h. sprungfreier (nahtloser) Ubergang f(zo) = g(x0)

knickfreier (glatter) Ubergang f'(zo) = ¢’ () zusétzlich

kriimmungsruckfreier Ubergang

4

%

Die Funktion mit den differenzierbaren Teilfunktionen f und ¢
ist bei einem knickfreien Ubergang auch an der Stelle z, differenzierbar.

Jede differenzierbare Funktion ist auch stetig (Satz).
Stetigkeit ist daher eine notwendige Bedingung fiir Differenzierbarkeit.

Wie sind @ und b zu wahlen, damit die Funktion differenzierbar ist?

22 +axr+b <2
br + 1 x> 2

o=

Stetigkeit muss auch vorliegen.

T © Roolfs
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20 — b= -3
44+a=1»>
= =1 und b=5

1 © Roolfs
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stetige Verbindung von f und g an der Stelle z,
d. h. sprungfreier (nahtloser) Ubergang

knickfreier (glatter) Ubergang

kriimmungsruckfreier Ubergang

YA

f (o) = g(z0)
f'(zo) = g' (o)
f"(x0) = 9" (o)

zusatzlich

zusatzlich

©® Roolfs
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Die Kriimmung von Geraden ist null, desgleichen die an Wendestellen.
Kreise mit dem Radius r haben die konstante Krimmung %
An Extremstellen (es reicht f’(x¢) = 0) ist die Krimmung x = f"(xo).
Der Radius des Kriitmmungskreises betragt r = |% |.

An einem kriimmungssprungfreien (kriimmungsruckfreien) Ubergang
stimmen fiir beide Teilfunktionen die Kriimmungskreise iiberein.

3 2 1
Die allgemeine Kriimmungs-Formel |
_ f" (o) -1+
(1+ (@)
muss nicht gewusst werden.
%
T © Roolfs
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maximaler Flacheninhalt eines einbeschriebenen Rechtecks
maximale Differenz der Funktionswerte
minimale Entfernung zum Ursprung

maximaler Flacheninhalt eines in eine Flache gelegten Rechtecks

Maximaler Flacheninhalt

AY

M

/6 A 2 2 A 6\

Gegeben ist die Funktion f(x) =6 — %xz.

Welches einbeschriebene Rechteck (Seiten parallel zu den Koordinatenachsen, sieche Grafik)
hat maximalen Flacheninhalt?

a=14v3=6,928, b=14
AmaX - 27,713 FE

T © Roolfs
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maximaler Flacheninhalt eines einbeschriebenen Rechtecks
maximale Differenz der Funktionswerte
minimale Entfernung zum Ursprung

maximaler Flacheninhalt eines in eine Flache gelegten Rechtecks

Maximale Differenz

Gegeben sind die Funktionen f(z) = 2 und g(z) = —%x(:p —3).

An welcher Stelle im Intervall [0]2,2] ist die Differenz der Funktionswerte maximal?

Tmax = 0,9 lokal
d(rmax) = 2,025 lokal
d(0) =0
d(2,2) = 2,2 Betrag, Randextremum an der Stelle x = 2,2
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maximaler Flacheninhalt eines einbeschriebenen Rechtecks
maximale Differenz der Funktionswerte
minimale Entfernung zum Ursprung

maximaler Flacheninhalt eines in eine Flache gelegten Rechtecks

Minimale Entfernung

Gegeben ist die Funktion f(z) = (z — 3)* + 2.

Welcher Punkt auf dem Graphen von f hat vom Ursprung minimale Entfernung?

d(z) = /2% + (f(x))"

P(2,462 | 2,289)
d(Tmin) = 3,362

T © Roolfs
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maximaler Flacheninhalt eines einbeschriebenen Rechtecks
maximale Differenz der Funktionswerte
minimale Entfernung zum Ursprung

maximaler Flacheninhalt eines in eine Flache gelegten Rechtecks

Maximaler Flacheninhalt

Gegeben ist die Funktion: f(:C) = 32 + %5172
Welches in die schraffierte Flache gelegte Rechteck hat maximalen Flacheninhalt?

Alz)=(1—-2x)- f(z), 0<z<1
Tmax — 07578
Amax == 0,390 FE

T © Roolfs
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a)

f(x0) = g(w0) +2
f(zo) =3 - g(w0)
fzo+4) = f(x0)

| f(z0) — g(w0)| =5

f($0+6)_f(350) -1
6

Jf(xog+1) — f(xo)
f(zo) =05

fl(mO) — 2
f(ﬂfo) O’

Interpretation einer Funktionsgleichung

An der Stelle z( ist der Funktionswert von f um 2 grofer
als der Funktionswert von g.

©® Roolfs
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a)

f(x0) = g(w0) +2
f(zo) =3 - g(wo)
fzo+4) = f(x0)

| f(z0) — g(w0)| =5

f($0+6)_f(350) -1
6

Jf(xog+1) — f(xo)
f(zo) =05

fl(mO) — 2
f(ﬂfo) O’

Interpretation einer Funktionsgleichung

An der Stelle xg ist der Funktionswert von f 3mal so grof3
wie der Funktionswert von g.

©® Roolfs

42



a)

f(x0) = g(w0) +2

flxo +1) = f(xo)
f(zo)

fl(mO) 0.2

=0,5

f(ﬂfo)

Interpretation einer Funktionsgleichung

Die Funktion f hat im Abstand 4 - in x¢ und zg + 4 -
gleiche Funktionswerte.

©® Roolfs
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Interpretation einer Funktionsgleichung

d) | f(zo) — g(zo)| =5 An der Stelle xj ist der senkrechte Abstand
o) g = der Funktionswerte von f und g 5.

e) f(xo + 6()5 —f(w0) _ 4
flzo+1) — f(xo)

f = 0,5

) f(@o)
f'(xz0) _

g) f (o) n 072

<_

T © Roolfs
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Interpretation einer Funktionsgleichung

a) f(xo) = g(zo) +2

e) fzo +6) = flzo) _ 4 Die mittlere Steigung (Anderung, Anderungsrate)
6 - auf dem Intervall [zo; 2 + 6] der Lénge 6 betragt 1.
flxo +1) — f(zo)
f =0,5
) f(xo)
f'zo) _
g) f (o) =02
(_
T © Roolfs
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flzo+6) — f(xo) _ 1
6
J(xo+1) — f(xo)
f(zo) =05
f(@o) _
f(ﬂfo) N 072

Interpretation einer Funktionsgleichung

Die prozentuale mittlere Steigung auf dem Intervall [zg; z¢+1]
der Lange 1 betréagt 0,5.
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Interpretation einer Funktionsgleichung

f(o) _ 0.9 Die prozentuale Anderungsrate an der Stelle z
(o) ’ betragt 0,2.

©® Roolfs
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exponentielles Wachstum

iterativ, p% pro Zeiteinheit

Prozentuales Wachstum, Funktionsgleichung
Funktionsgleichung, zur Basis e

Differenzialgleichung
fln+1) = f(n) + 185 f(n)
— (1)), F0)=a
z.B. f(n+1) =1,03f(n), p=3%
AY
a-<
- t
© Roolfs
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exponentielles Wachstum

iterativ, p% pro Zeiteinheit

Prozentuales Wachstum, Funktionsgleichung
Funktionsgleichung, zur Basis e

Differenzialgleichung
fn+1) = (L+155)/ (n)
f(t) = a1+ 55); f(0) =a
z.B. f(t) =a-1,03", p=3%
AY
&@444

©® Roolfs
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exponentielles Wachstum

iterativ, p% pro Zeiteinheit

Prozentuales Wachstum, Funktionsgleichung
Funktionsgleichung, zur Basis e

Differenzialgleichung
t
f(t) = a(1+1%0), f(0)=a
f(t) = ack, k>0, Wachstumskonstante k
kEo_ b
et =1+ 150
k =1In (1 + 1%0) =S 1%0 fiir kleines p
AY
mﬁ

©® Roolfs
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exponentielles Wachstum

iterativ, p% pro Zeiteinheit

Prozentuales Wachstum, Funktionsgleichung
Funktionsgleichung, zur Basis e
Differenzialgleichung

f(t) = ae’“, k>0 Wachstumskonstante &
f'(t) = kf(t)

Beim exponentiellen Wachstum ist die Wachstumsgeschwindigkeit f'(t)
proportional zum vorhandenen Bestand f(t).

(IJ(\Af[
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exponentielle(r) Abnahme (Zerfall)
iterativ, p% pro Zeiteinheit

Prozentuale Abnahme, Funktionsgleichung

Funktionsgleichung, Basis e
Differenzialgleichung

7. B.

f(n+1) =097f(n), p=3%
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exponentielle(r) Abnahme (Zerfall)
iterativ, p% pro Zeiteinheit

Prozentuale Abnahme, Funktionsgleichung
Funktionsgleichung, Basis e

Differenzialgleichung
fln+1) = (1 - 155)f(n)
f(t) = a(l—355); f(0) =a
z.B. f(t) =a-097", p=3%
TZ/
a-

©® Roolfs
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exponentielle(r) Abnahme (Zerfall)
iterativ, p% pro Zeiteinheit

Prozentuale Abnahme, Funktionsgleichung
Funktionsgleichung, Basis e

Differenzialgleichung
t
f(t) = a(l—l%o), f(0)=a
ft) = ae7® k>0 Abnahmekonstante k
-k _ b
e =1-15
k= —In (1 — 1%0) =S 1%0 fiir kleines p
T!/
a<
. ¢
© Roolfs
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exponentielle(r) Abnahme (Zerfall)
iterativ, p% pro Zeiteinheit

Prozentuale Abnahme, Funktionsgleichung
Funktionsgleichung, Basis e

Differenzialgleichung
ft) = ae ™ k>0 Abnahmekonstante k
f'(t) = =kf(t)
Bei exponentieller Abnahme ist die Abnahmegeschwindigkeit f'(¢)
proportional zum vorhandenen Bestand f(t).
- ?
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begrenztes Wachstum
iterativ, p% pro Zeiteinheit

Differenzialgleichung
Funktionsgleichung
fln+1) = f(n) + 155 (S = f(n))
AY
S 51 oSNNS
4-
34
9
1<
1 2 3 4 5 6 7
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begrenztes Wachstum
iterativ, p% pro Zeiteinheit
Differenzialgleichung
Funktionsgleichung

fln+1) = f(n) + 155 (S = f(n))
) =k(S=f1), k>0

Beim (einfachen) beschriankten Wachstum ist die Wachstumsgeschwindigkeit

f'()
proportional zum Sattigungsmanko, d. h. dem Unterschied zwischen der
aktuellen Sattigungsgrenze S und dem Bestand f(t).
AY
S 5 ——
4 .
3 .
2 .
1<
. 1 2 3 4 5 6 7 8 |t
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begrenztes Wachstum
iterativ, p% pro Zeiteinheit

Differenzialgleichung
Funktionsgleichung
f(t) = S —ae™, f(0)=5—a
ek =1- 1%0 siehe exponentielle Abnahme
Ay
S, 5
f(x) =5 —ae*?
4,
aq 3
2 .
1<
o -
© Roolfs
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begrenzte(r) Abnahme (Zerfall)
iterativ, p% pro Zeiteinheit

Differenzialgleichung
Funktionsgleichung
fln+1) = f(n) - 155
Y
5
4 .
3 .
o S S
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begrenzte(r) Abnahme (Zerfall)
iterativ, p% pro Zeiteinheit
Differenzialgleichung
Funktionsgleichung

Bei beschriankter Abnahme ist die Abnahmegeschwindigkeit f’(t)
proportional zum Sattigungsmanko, d. h. dem Unterschied zwischen dem
aktuellen Bestand f(t) und der Sattigungsgrenze S.
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begrenzte(r) Abnahme (Zerfall)
iterativ, p% pro Zeiteinheit

Differenzialgleichung
Funktionsgleichung
f'(t) = =k(f(t) = 5), k>0
f(t) =S +ae ™ f(0)=S+a
ek =1- 1%0 siehe exponentielle Abnahme
Y
5
4,
a< 3
2- \\
f(x) =1+ ae*?
5’* 1 N 3\0\0%3\
o N T S e S 2 R
© Roolfs
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linearer Zufluss, exponentieller Abfluss (z. B. Tropfinfusion)

iterativ, p% pro Zeiteinheit

Differenzialgleichung
Funktionsgleichung
fin+1) = =155 f(n) +m
Ay
m
kol /'/0/0/&/;?_—@’
t
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linearer Zufluss, exponentieller Abfluss (z. B. Tropfinfusion)

iterativ, p% pro Zeiteinheit

Differenzialgleichung
Funktionsgleichung
fin+1) = —355f(n) + m
flt) = =kf(t)+m, k>0
f1(6) = k(3 = f(1))
AY
S - % ] —O—
Fir S gilt:
Abfluss = Zufluss
k-S=m
m
S=7%
© Roolfs
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linearer Zufluss, exponentieller Abfluss (z. B. Tropfinfusion)

iterativ, p% pro Zeiteinheit

64

Differenzialgleichung
Funktionsgleichung

F1) = k(g = ft))

(1) =™ +aet, f0)=" +a

—k L
e’ =1-15
Ay
m
N i /'/Q/O/&/Hl
(_
© Roolfs




Vergiftetes Wachstum
Differenzialgleichung
Funktionsgleichung

/')

= (g—st)-f(t)

\ Y

Geburtenrate g
Sterberate st

(proportional zur Zeit)

©® Roolfs
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Vergiftetes Wachstum

Differenzialgleichung
Funktionsgleichung
f't) =(g—st)- ft)
f(t) = ac?' =7
AY
a,

Geburtenrate g
Sterberate st

(proportional zur Zeit)

® Roolfs
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logistisches Wachstum
iterativ, p% pro Zeiteinheit
Differenzialgleichung
Funktionsgleichung

Fn+1) = f(n)+ &

Fn)(S = f(n))

©® Roolfs
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logistisches Wachstum
iterativ, p% pro Zeiteinheit
Differenzialgleichung
Funktionsgleichung

fn+1) = f(n)+ 55 F(n)(S = f(n))
fi(t) = kf)(S—f(t)

Beim logistischen Wachstum ist die Wachstumsgeschwindigkeit f'(t)
proportional zum Bestand f(¢) und zum Séttigungsmanko, d. h. dem Unterschied
zwischen der Sattigungsgrenze S und dem aktuellen Bestand f(¢).
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logistisches Wachstum
iterativ, p% pro Zeiteinheit
Differenzialgleichung
Funktionsgleichung

fi(t) = kf6)(S = f(t))
as

) = e [0)=c
\Y
S,
a,
t
alternativ
f(t):1+§e’<t’ f(o):1ia
F(t) = & f(t) - (S = f(1)
©® Roolfs
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Bestimmung ganzrationaler Funktionen, Bedingungen

h)

P(a | b) liegt auf dem Graphen von f
Nullstelle =z =a

Extremum E(a | b)

Wendepunkt W(a | b)

Sattelpunkt S(a | b)

in A(a | b) die Steigung m

Tangente y = mx + b an der Stelle v = a

Steigungswinkel an der Stelle z = a (z. B.) a = —20°

i) 12% Anstieg, d. h. 12 m Hoéhenzunahme je 100 m in z-Richtung

©® Roolfs
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Bestimmung ganzrationaler Funktionen, Bedingungen

h)

P(a | b) liegt auf dem Graphen von f
Nullstelle =z =a

Extremum E(a | b)

Wendepunkt W(a | b)

Sattelpunkt S(a | b)

in A(a | b) die Steigung m

Tangente y = mx + b an der Stelle v = a

Steigungswinkel an der Stelle z = a (z. B.) a = —20°

i) 12% Anstieg, d. h. 12 m Hoéhenzunahme je 100 m in z-Richtung

©® Roolfs
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Bestimmung ganzrationaler Funktionen, Bedingungen

a) P(a | b) liegt auf dem Graphen von f

b) Nullstelle = =a

c) Extremum E(a | b) fla)=10
f'(a)=0

d) Wendepunkt W(a | b)

e) Sattelpunkt S(a | b)

f) in A(a | b) die Steigung m

g) Tangente y = mx + b an der Stelle v = a

h) Steigungswinkel an der Stelle z = a (z. B.) a = —20°

i) 12% Anstieg, d. h. 12 m Hoéhenzunahme je 100 m in z-Richtung
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Bestimmung ganzrationaler Funktionen, Bedingungen

a) P(a | b) liegt auf dem Graphen von f
b) Nullstelle = =a
c) Extremum E(a | b)
d) Wendepunkt W(a | b) fla)=10
f"(a) =0
e) Sattelpunkt S(a | b)
f) in A(a | b) die Steigung m
g) Tangente y = mx + b an der Stelle v = a
h) Steigungswinkel an der Stelle z = a (z. B.) a = —20°

i) 12% Anstieg, d. h. 12 m Hoéhenzunahme je 100 m in z-Richtung

©® Roolfs
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Bestimmung ganzrationaler Funktionen, Bedingungen

a) P(a | b) liegt auf dem Graphen von f

b) Nullstelle = =a

c) Extremum E(a | b)

d) Wendepunkt W(a | b)

e) Sattelpunkt S(a | b) fla)=10
f"(a) =0
f'(a) =

f) in A(a | b) die Steigung m

g) Tangente y = mx + b an der Stelle v = a

h) Steigungswinkel an der Stelle z = a (z. B.) a = —20°

i) 12% Anstieg, d. h. 12 m Hoéhenzunahme je 100 m in z-Richtung
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Bestimmung ganzrationaler Funktionen, Bedingungen

h)

P(a | b) liegt auf dem Graphen von f
Nullstelle =z =a

Extremum E(a | b)

Wendepunkt W(a | b)

Sattelpunkt S(a | b)

in A(a | b) die Steigung m

Tangente y = mx + b an der Stelle v = a

Steigungswinkel an der Stelle x = a (z. B.) a = —20°

i) 12% Anstieg, d. h. 12 m Hoéhenzunahme je 100 m in z-Richtung

©® Roolfs
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Bestimmung ganzrationaler Funktionen, Bedingungen

h)

P(a | b) liegt auf dem Graphen von f
Nullstelle =z =a

Extremum E(a | b)

Wendepunkt W(a | b)

Sattelpunkt S(a | b)

in A(a | b) die Steigung m

Tangente y = mx + b an der Stelle v = a

Steigungswinkel an der Stelle z = a (z. B.) a = —20°

i) 12% Anstieg, d. h. 12 m Hoéhenzunahme je 100 m in z-Richtung

©® Roolfs
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Bestimmung ganzrationaler Funktionen, Bedingungen

a) P(a | b) liegt auf dem Graphen von f
b) Nullstelle = =a
c) Extremum E(a | b)
d) Wendepunkt W(a | b)
e) Sattelpunkt S(a | b)
f) in A(a | b) die Steigung m
g) Tangente y = mx + b an der Stelle v = a
h) Steigungswinkel an der Stelle z = a (z. B.) a = —20° f'(a) = tan(«)

i) 12% Anstieg, d. h. 12 m Hoéhenzunahme je 100 m in z-Richtung
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Bestimmung ganzrationaler Funktionen, Bedingungen

a) P(a | b) liegt auf dem Graphen von f
b) Nullstelle = =a
c) Extremum E(a | b)
d) Wendepunkt W(a | b)
e) Sattelpunkt S(a | b)
f) in A(a | b) die Steigung m
g) Tangente y = mx + b an der Stelle v = a
h) Steigungswinkel an der Stelle z = a (z. B.) a = —20°
i) 12% Anstieg, d. h. 12 m Hoéhenzunahme je 100 m in z-Richtung m = 0,12
© Roolfs
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Bestimmung ganzrationaler Funktionen, Ansatz

ganzrationale Funktion 3. Grades

4. Grades

a) y-achsensymmetrisch, hochstens 3. Grades
b) y-achsensymmetrisch, hochstens 4. Grades
¢) punktsym. zum Ursprung, hochstens 3. Grades
d)  punktsym. zum Ursprung, hochstens 4. Grades
e) punktsym. zum Ursprung, héchstens 5. Grades
f) Zusammenhang zwischen der Anzahl
der Bedingungen und dem Grad des Polynoms

(_

©® Roolfs

f(z) =az® +ba® + cx +d

f(x) = azx* + ba® + ca? +dr + e

f(z)=ax*+0b
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Bestimmung ganzrationaler Funktionen, Ansatz

ganzrationale Funktion 3. Grades

4. Grades

a) y-achsensymmetrisch, hochstens 3. Grades
b) y-achsensymmetrisch, hochstens 4. Grades
¢) punktsym. zum Ursprung, hochstens 3. Grades
d)  punktsym. zum Ursprung, hochstens 4. Grades
e) punktsym. zum Ursprung, héchstens 5. Grades
f) Zusammenhang zwischen der Anzahl
der Bedingungen und dem Grad des Polynoms

(_

©® Roolfs

f(z) =az® +ba® + cx +d

f(x) = azx* + ba® + ca? +dr + e

f(x) =ax* +bz* +c
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Bestimmung ganzrationaler Funktionen, Ansatz

ganzrationale Funktion 3. Grades

4. Grades

a) y-achsensymmetrisch, hochstens 3. Grades
b) y-achsensymmetrisch, hochstens 4. Grades
¢) punktsym. zum Ursprung, hochstens 3. Grades
d)  punktsym. zum Ursprung, hochstens 4. Grades
e) punktsym. zum Ursprung, héchstens 5. Grades
f) Zusammenhang zwischen der Anzahl
der Bedingungen und dem Grad des Polynoms

(_

©® Roolfs

f(z) =az® +ba® + cx +d

f(x) = azx* + ba® + ca? +dr + e

f(x) =ax®+bx
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Bestimmung ganzrationaler Funktionen, Ansatz

ganzrationale Funktion 3. Grades

4. Grades

a) y-achsensymmetrisch, hochstens 3. Grades
b) y-achsensymmetrisch, hochstens 4. Grades
¢) punktsym. zum Ursprung, hochstens 3. Grades
d)  punktsym. zum Ursprung, hochstens 4. Grades
e) punktsym. zum Ursprung, héchstens 5. Grades
f) Zusammenhang zwischen der Anzahl
der Bedingungen und dem Grad des Polynoms

(_

©® Roolfs

f(z) =az® +ba® + cx +d

f(x) = azx* + ba® + ca? +dr + e

f(z) = ax® + bx
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Bestimmung ganzrationaler Funktionen, Ansatz

ganzrationale Funktion 3. Grades

4. Grades

a) y-achsensymmetrisch, hochstens 3. Grades
b) y-achsensymmetrisch, hochstens 4. Grades
¢) punktsym. zum Ursprung, hochstens 3. Grades
d)  punktsym. zum Ursprung, hochstens 4. Grades
e) punktsym. zum Ursprung, héchstens 5. Grades
f) Zusammenhang zwischen der Anzahl
der Bedingungen und dem Grad des Polynoms

(_

©® Roolfs

f(z) =az® +ba® + cx +d

f(x) = azx* + ba® + ca? +dr + e

f(z) = az® + ba® + cx
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Bestimmung ganzrationaler Funktionen, Ansatz
ganzrationale Funktion 3. Grades f(z) = ax3 + bx? + cx +d

4. Grades f(z) = ax* + bx® + ca® +dx +e

Q

y-achsensymmetrisch, hochstens 3. Grades

o

(oW
_ o N O

y-achsensymmetrisch, hochstens 4. Grades

o

punktsym. zum Ursprung, hochstens 3. Grades

punktsym. zum Ursprung, hochstens 4. Grades

@

punktsym. zum Ursprung, hochstens 5. Grades

Zusammenhang zwischen der Anzahl
der Bedingungen und dem Grad des Polynoms

Die Anzahl der Bedingungen liefert einen Hinweis auf den (maximalen) Grad des Polynoms.
Fir n Bedingungen ist der Ansatz mit einem Polynom vom Grad n — 1 sinnvoll.

Fiir einen symmetrischen Ansatz werden nur diejenigen Bedingungen gezéahlt, die sich
entweder rechts oder links von der y-Achse (einschlieBlich) ergeben.

Wenn die Bedingungen nur notwendig sind, muss tiberpriift werden, ob die Funktion das
Ausgangsproblem 16st. Ein unterbestimmtes Gleichungssystem (Anzahl der Gleichungen ist
kleiner als die Anzahl der Variablen) fithrt zu einer Funktionenschar.

<_

T © Roolfs
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Gegeben ist die Funktionenschar:

fu(x) = 322 — %x?’, k> 0.

Fiir sie gilt:
2, .4
MaX( 3k | gkz)
—— ——
Yy

Um die Funktion zu ermitteln, auf derem Graph
(Ortskurve) die Maxima liegen, eliminieren wir k.

r = 5k indem wir die 1. Gleichung nach

3
40
o K
ki

auflosen und anschlieBend den Term fur £ in die
2. Gleichung einsetzen. Wir erhalten:

y=a’

©® Roolfs
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Eine Gerade g(z) = mx + b heifit Asymptote der Funktion f, falls
Jim (F(z) — g(@)) =0 oder lim_(f(z) - g(x)) =0 gilt.

Eine Funktion kann zwei Asymptoten besitzen,
x — oo und x — —oo sind beides zu untersuchen.
Der haufigste Fall ist, dass die Asymptote parallel zur z-Achse liegt. Die Asymptote y = a
wird dann durch die Bestimmung von a = lim f(z) bzw. a = im f (x) gewonnen.
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= 5at — 1

f'(x)

¥ —r+1

f
f
f
f
f
f
f
f
f
f
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= 62° — 2x

f'(x)

¥ —r+1

o T T T e e e et o e

~— ~— ~— ~— ~— ~— ~— ~— ~— ~—

f
f
f
f
f
f
f
f
f
f
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eg(:v) g’(x)
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fllx)=e®—ze®=e"(1—2x)

©® Roolfs
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= COS T

f'(x)

¥ —r+1

— — — — — — — - —

~—r ~— ~— ~— ~— ~— ~— ~— N 2 ~

f
f
f
f
f
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f
f
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f'(x) = —sinx
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[

f'(x)

¥ —r+1

N /N /N /N /N /N /N /N

~ ~— ~— ~— ~— ~— ~—~ ~ ~

f
f
f
f
f
f
f
f
f

©® Roolfs

96



Eine ganzrationale Funktion n-ten Grades hat hochstens n Nullstellen.

(x —z1)(x —19) = 2%... Parabel hat hochstens 2 Nullstellen.
(x —z1)(x —32)(x —w3) = 23... Kubische Funktion hat héchstens 3 Nullstellen.
(x —2)(x —22) (2 — 23) (1 —14) = 2%, ..
YA
4 -
f

Der abgebildete Graph hat 3 Wendepunkte.
f"(x) = 0 muss mindestens 3 Nullstellen besitzen. f” hat mindestens den Grad 3.
Aufleiten erhoht den Grad um 1.
Die ganzrationale Funktion f muss daher mindestens vom Grad 5 sein.
Der Grad muss ungerade sein, beachte lim f (x) = 0o und xgrfloo f(x) = —o0.

Eine ganzrationale Funktion n-ten Grades hat hochstens n — 2 Wendepunkte.
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Ableitungsregeln

Produktregel (wv) = dv+u
. U~/

Quotientenregel ( " ) =

Kettenregel (u(v(z)) )/ =

©® Roolfs
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Ableitungsregeln

Produktregel

Quotientenregel

Kettenregel

©® Roolfs

v —ur

99



Ableitungsregeln

Produktregel

Quotientenregel

Kettenregel

fla) = e
Fla) = e~
f(z) = zer !

©® Roolfs
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Ableitungsregeln

Produktregel

Quotientenregel

Kettenregel

a® = eln(a)-z

eln(a)~a} ln(a>

a® In(a)

21‘
27 In(2)
27.0,6931 ...

3$

3% In(3)
3%-1,0986. ..
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AY

In Extremwertaufgaben wird der grofite bzw. kleinste Funktionswert
auf einem Intervall gesucht. Mit der Differentialrechnung kénnen
die lokalen Extrema Emax und Eii, ermittelt werden.
Es bleibt zu priifen, ob am Rand des Definitionsbereichs noch gréfiere bzw.
kleinere Funktionswerte vorliegen.

Wo befinden sich die globalen Extrema der Funktion A(z), 1 <z <67

Das globale Maximum ist Max, das globale Minimum stimmt mit dem lokalen Ey,j, tiberein.

Das Maximum der Funktionswerte wird z. B. auf dem Rand angenommen,
wenn das einzige lokale Maximum auflerhalb des Definitionsbereichs liegt.
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E max
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nNo

y=02—-k) -z+k

=2z —kx+k
0= —kx+k
z=1 P(11]2)

Wenn es einen gemeinsamen Punkt P(xq | y9) gibt, kann gy nicht von k& abhéngen.
xg ist so zu wahlen, dass der kleinste Term, der zy und & enthélt, herausfillt (null ergibt).
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AY
3,
— |
1,
1 2 3
fla) = 2174
kx =0
z =10 P(0|2)
©® Roolfs
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YA

Fir jeden Punkt P(z | y) auf dem Kreis mit dem Radius r gilt:
z? +y? = r? (Pythagoras).

Nach y aufgelost ergibt sich: y=+vr?— a2

Diese Beziehung wird Relation genannt.

Fiir eine Funktion muss eine eindeutige Zuordnung gegeben sein:

Man beachte den Definitionsbereich —r < z < r.

Die Ableitung wird mit der Kettenregel ermittelt.

foben(r) = V1% —2?
—2x

oben (%) = —F5—
oben N

alternativ
gt =0t | ()
2x +2yy = 0
;L —2x o
Yy = m Y = foben(?)

Diese Art des Ableitens heifit implizites Differenzieren.
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