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+ Trigonometrische Funktionen

Wir wollen einer Zeichnung und nicht dem Taschenrechner c
mehrere Sinuswerte entnehmen und graphisch darstellen. o
Falls ¢ = 1 ist, gilt a = sin a.
Die Strecken der Lénge 1 liegen auf einem Kreis mit dem Radius 1. o /
b
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r=1 20° 60° 90° T

Die Bogenldange des Viertelkreises betrigt g

Es ist sinnvoll, 90° bei g abzutragen.

Um physikalische Schwingungsvorgéinge und biologische Rhythmen beschreiben zu kénnen,

wird die Sinusfunktion durch Aneinanderfiigen der 90°-B6gen so erweitert, dass eine zusammen-
héngende, periodische Kurve entsteht. Uberdies bleiben bei einer derartigen Erweiterung die trigono-
metrischen Sétze auch fiir stumpfwinklige Dreiecke (ein Winkel grofler als 90°) giiltig.

M 20° 120° z

Dieselbe Kurve ergibt sich bei folgendem Vorgang;:

Eine Stange rotiert um den Punkt M. Licht féllt in Pfeilrichtung ein. Wir betrachten auf dem Schirm S den Schatten
der Stange. Werden die zu den Winkeln = gehorenden Schattenldngen y in ein Koordinatensystem eingetragen, so
entsteht erneut die Sinuskurve. Dieser rotierende Stab steht im Zusammenhang mit einer Pendelbewegung, so dass
diese mathematisch erfasst werden kann.
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+ Trigonometrische Funktionen

f(x) =sinz

90° x

1 Periode

Der Graph von f(x) = cosz ergibt sich aus dem Graphen
von f(x) = sinz durch eine Verschiebung nach links um 90°.

Das Bogenmaf

Umrechnungsformel:
b«
2 360°

Die Grofle des Winkels o kann eindeutig
durch die Lénge des Bogens b erfasst werden.

Ausblick: AY
Fourier (1768 - 1830) bewies, dass periodische Funk-
tionen durch eine Summe einfacher trigonometrischer 2 A Av
Funktionen approximiert werden konnen. Die Giite

der Néiherung steigt mit der Anzahl der Summanden. 14

f(z) = %(sin x+% sin 3x+% sin 5x+% sin 7x+% sin 9z

Skizziere die Graphen der Funktionen.
Uberlege hierzu, wo die Nullstellen sind und wie groB die Amplitude ist.

Die Amplitude ist die grofite Abweichung von der z-Achse. \/ \/
a) f(r) =2 -sinz b) f(z) =sin2z

c) f(z)=1+sinx d) f(z) = sin(x — 20°)

e) f(x) =277 sinz f) f(z) = —sinz
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+ Bogenmalf

Zur Winkelmessung teilten die Babylonier den Kreis in 360°, wahrscheinlich weil dies die ungefihre Zahl
an Tagen im Jahr ist. Ptolem&us fithrte im Jahr 150 weitere Unterteilungen ein. Daraus entwickelten sich
unsere Minuten und Sekunden. Das natiirliche Maf fiir die Winkelmessung - das Bogenmaf} - basiert auf
der Bogenlénge eines Kreises vom Radius 1.

Die Umrechnung erfolgt mit:

a _ b
180° =
1° = 0,01745... rad (Radiant)

1rad = 57,29577...°



+ Bogenmaf3

Stelle dir vor, dass der Kreis mit dem Radius 1 (er kann jedoch auch vergréfiert gezeichnet werden)
auf der x-Achse abrollt und sie dabei beschriftet. Die Zahlen geben jeweils die Lange des Kreisbogens an.
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+ Sinus-, Cosinusfunktion

Begriinde, dass gilt: sin(a) = cos(90° — «)

o 90° — « z

Erldutere die Beziehungen:
a) sinx = —sin(—x)
b) cosz = cos(—x)
¢) sin’x+cos?r =1
d) sin(z + g) = cosx

trigonometrische Formeln:
e) sin(x +y) =sinxcosy + coszsiny
f) cos(x +y) =cosxcosy —sinzsiny
g) sin2z = 2sinz cosx
h) cos2x = cos?r — sin’x
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+ Periodenlange

Y
1r f(z) =sinz

o
SIE]
3

o
3
o

Ein Vorgang, der sich in gleichen zeitlichen Absténden wiederholt, heifit Schwingung.

Diese wird durch eine periodische Funktion erfasst. Es gilt dann: f(z) = f(z +n-a), n € Z.
Hierbei ist a die Periode. Fiir die Sinusfunktion ist a = 27 (oder ein Vielfaches davon).
Pflanzt sich eine periodische Zustandsénderung im Raum fort, spricht man von einer Welle.

Es geniigt, eine periodische Funktion auf einem (beliebig wéhlbaren) Perioden-Intervall
der Lénge a zu untersuchen. Es muss im Allgemeinen nicht das kleinste a sein.

Welche Periode hat g(x) = sin2z 7

Die folgende Uberlegung fiihrt zu einer begriindeten Antwort.
[2,7] 25 [0,27] 2 ~

Y

1r f(z) =sin2x

o
|
3
o
3
o

Untersuche g(z) = sin %x und formulierte den allgemeinen Zusammenhang.

Y
1r (x) = sin 1o
g 2
_1 L
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+ Verschiebung

g(x) = sin(z — 7) ist lediglich gegeniiber g(z) = sinx verschoben, nach rechts um ,
gemeint ist natiirlich der Graph.

Y
f(z) =sin(x — )

m
(SIE]
3

N

3

S
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Untersuche g(z) =sin(2z + 7) und formulierte den allgemeinen Zusammenhang.

sin

[2,7] 25 [0,27] 2B ~

AY

Welche Funktion passt zum Graphen? 8 1
Tipp: Achte auf die Extrema.

5 7 9 1p 11 7T
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+ Vergleich mit der Sinusfunktion

f(z) =asin(bz +c) + d

la| heifit Amplitude.

21 . . . . 2T
L t die P denl b= ———
ist die Periodenlinge, Periodenlinge

Der Graph von sin(bz) geht aus dem Graphen von sin(x) durch
Streckung/Stauchung mit dem Faktor % hervor.

sin(bz + ¢) = sin(b(x + %)) Hieraus ist die Verschiebung des Graphen in z-Richtung
unter Beachtung des Vorzeichens zu erkennen.

d ist die Verschiebung in y-Richtung
unter Beachtung des Vorzeichens.

Mit [0, a] ist auch [0, ka] ein Periodenintervall, k € Z.
Zwei periodische Funktionen haben als gemeinsame Periode ein gemeinsames Vielfaches ihrer Perioden.

Welche Funktion passt zum Graphen?
Tipp: Achte auf die Wendepunkte.
AY




+ Sinusfunktionen ermitteln

Welche Sinusfunktion passt zum Graphen?

¥
a) | A f
1,
1 2 ‘ 4 "z

T © Roolfs




1 Sinusfunktionen ermitteln  Ergebnisse

Welche Sinusfunktion passt zum Graphen?

Y
a) | A f
L
1 > ‘ 1 i

f(z)=1,5-sin(1,848(x — 0,4))

v

f(x) =5 -sin(0,449(x — 8)) + 2
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+ Sinusfunktion ermitteln

AY

Gesucht ist auf dem Intervall [0, 8] eine passende Sinus-Funktion
mit waagerechten Tangenten an den Intervallenden.
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Gesucht ist auf dem Intervall [0, 8] eine passende Sinus-Funktion f
mit waagerechten Tangenten an den Intervallenden.

fx)=a-sin(b(x —c))+d
2w

8
erioden ange von f und f*1s —2 = 4, = Periodenli ge7

o 3

f*(z) = sin (g:c) +1

Verschiebung um 1 in z-Achsenrichtung (1 ergibt sich aus der Symmetrie von f)

f(z) =sin (g(x -1))+1
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+ Sinus-Regression  GTR

Mit dem GTR kann zu gegebenen Messpunkten eine moglichst gut passende Sinus-
funktion bestimmt werden. Dazu werden zunéchst die Koordinaten z.B. in die Listen
L1 und L2 (STAT, EDIT) eingegeben. Mit dem Befehl STATPLOT (STAT, CALC)
kann man einen Plot der Werte festlegen.

Das Bestimmen der Funktionsgleichung erfolgt z. B. mit: SinReg L1, L2, 10, Y1
Die Periode (hier 10) sollte unbedingt angegeben werden.

Bei der grafischen Ausgabe ist der Modus Bogenmafl zu beachten.
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1+ Frequenz/Kreisfrequenz

Eine periodische Welle breitet sich z.B. mit T'= 0,2 s pro Schwingung aus,
also pro Sekunde mit 5 Schwingungen (Dreisatz).

Das ist die Frequenz f = % = ﬁ = 5Hz. 1 Hz = 1 Schwingung pro Sekunde, [f] = é

Beispiel: f(t) =sin(2n7ft), f =5, auf dem Intervall [0,1] liegen 5 Schwingungen vor.

21t sin

[0,1] = [0,2r] — ~~
27ht sin,

[0,1] == [0,27-5] — nvrvnvnun

Die Welle kann auch durch einen rotierenden Zeiger mathematisch erfasst werden, der fiir

eine Umdrehung T = 0,2 s benotigt, seine Winkelgeschwindigkeit betriagt w = 2% =2nf, [%]
allgemein: w = i—f, Ap =w - At. Die Linge des Zeigers ist die Amplitude.

Die Welle breitet sich mit 5 Schwingungen pro Sekunde aus,
der Zeiger rotiert mit 5 Umdrehungen pro Sekunde.
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