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+ Exponentialgleichungen

1. Lose die Gleichungen:

a) 2% =16

b) 3% =9

Tipp: Exponentialgleichungen (die Variable z steht
im Exponenten) lassen sich durch Zuriickfiithren auf
die gleiche Basis losen.

. Lose die Gleichung: 3*=2.

Die Zahlen 3 und 2 miissen zunéchst mit einer
gleichen Basis dargestellt werden, empfehlenswert
ist 10.

3= 100,4771 2 — 100,3010

und

Die Exponenten von 10 werden mit dem Taschen-
rechner ermittelt, sie heiflen Logarithmen.
Sprechweise: Der Logarithmus von 3 ist 0,4771 .

lg3=0,4771 und lg2=0,3010

Mit dieser Schreibweise kann die Rechnung zu
3% = 2 vereinfacht werden.

Merke: Der Logarithmus von negativen Zahlen
existiert nicht, da z.B. 10* = —3 keine Losung hat.

Niitzlich sind die Logarithmenregeln:
a)
b) lg% =lga—Igb
c)

lgab=I1ga+Igb
a,b >0

lga™ =n-lga

Mit der Logarithmenregel ¢) konnen in der Rech-
nung zu 3* = 2 noch 2 Zeilen eingespart werden.

. Lose die Gleichungen:

a) 4% =11 b) 8% = 52+l
c) 262+2 =12 d) 3-7%73 =16
e) 4 . 921 = G f) 34171 — 9%
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und Logarithmen

1. a) 27 = 16
2T — 24
r =4
Die Seiten der 2. Zeile stimmen
nur iiberein, wenn beide Exponenten
gleich sind.
b) 3z — 9
34:)3 — 32
dr = 2 | :4
e o 1
2
2. 3 =2
(10074771)’” = 1093010 heachte:
1004771 -z — 10,3010 (am)n:amn
04771 -2 = 0,3010
L, — 03010
04771
xz = 0,6309
3 = 2
(101g3)z — 101g2
101g3-z — 101g2
lg3-z = g2
_ g2
T = i3
z = 0,6309
3 =2 | lg
x-lgd = lg2
_ g2
T = i3
z = 0,6309
3. a) xr = 1,7297
b) 87 = prtl | lg
x-1lg8 = (x+1)-1g5h
x-lg8 = x-lgh+1gh
x-(lg8—1gh) = lgb
_ _ 185
T T g8_Ig5
r = 3,4243
c) = = 0,2642 d) =z =1,9301
e) x=—0,5326 f) = =0,2968




1 Logarithmen Ergénzung

Fiir Logarithmen wie z.B. lg 16, d.h. der Losung der Gleichung 10 = 16, kénnen Niherungswerte
ohne wesentlichen Einsatz des Taschenrechners ermittelt werden.

10" = 16
Es ist zu erkennen, dass gilt: 1 <z <2, da 10" =10 und 10? = 100 ist.

x beginnt daher mit 1, ....

Um die néchste Ziffer y zu ermitteln, schreiben wir fiir x =1,y ... genauer z =1+ % .
10" = 16
1+-4
— 10 =16
Y
— 10'- 10" = 16 |: 10
Y
— 1019 =16 | ()
= 10Y = 109,95

Nun ist zu erkennen, dass gilt: 2 <y <3, da 10> =100 und 10® = 1000 ist.

Insgesamt erhalten wir: x =1,2....

Finde auf diese Weise Niherungen fiir:
a) lg 1660
b) 1g21

c) lg2

Fleiige ermitteln 2 Stellen (nach dem Komma).

T © Roolfs




+ Logarithmenregeln

Fiir natiirliche Zahlen ist

10" - 10™ = 10™+™ z.B. 10%-10* =103
offensichtlich.
Nicht offensichtlich ist die Giiltigkeit, falls n und m reelle Zahlen sind. Sie folgt jedoch aus einer
Eigenschaft einer von Leonhard Euler (1707-1783) gefundenen Berechnungsformel fiir Potenzen. Zu
ihrer Begriindung sind Elemente der hoheren Mathematik erforderlich, iiber die wir hier noch nicht
verfiigen.

Betrachten wir ein Zahlen-Beispiel:

100,30103 . 100,47712 _ 100,77815
[ — —_— [ —
2 3 6

oder in anderer Schreibweise:
1082 . 1083 = 1086
—_— = ——

2 3 6
Es gilt hier:  0,30103 + 0,47712 = 0,77815  oder 1g2+1g3 = lg6
und allgemein ist lga+1gb = lgab.

Wir erkennen, dass diese Logarithmenregel eine Beziehung zwischen Exponenten ist,
die 10™ - 10™ = 10" auf reelle Zahlen verallgemeinert.

1. Veranschauliche an Zahlen-Beispielen die Beziehungen
a) lg%:Iga—lgb
b) lga™=n-lga a, b >0

2. Lose die Exponentialgleichung: 4 -32%* =7

Die Anwendung der Logarithmenregeln zur Losung der Gleichung (das Logarithmieren also)
bedeutet, dass die Beziehung zwischen den Exponenten aufgeschrieben wird.

Tipp: Schreibe statt 1g32x stets 2z lg 3.
Die Ubersichtlichkeit wird erhéht, wenn die Faktoren vor dem Logarithmus stehen.

Losung: x =0,255
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+ Logarithmenregeln

Offensichtlich ist 10™ - 10™ = 10nt™ z.B. 103 -10* = 103+4

Betrachten wir 2-3 =6 in Potenzschreibweise:

100,30103 . 100,47712 _ 100,77815
—— ——
2 3 6

oder kiirzer:
1082 . 1083 = 1086
—— —— ——

2 3 6

Fiir die Exponenten, Logarithmen genannt, gilt:

0,30103 + 0,47712 = 0,77815  oder lg2+1g3 = g6
Allgemein:  lga+1gb = lg(ab)
Wir erkennen, dass diese Logarithmenregel eine Beziehung zwischen Exponenten ist.
Der Ubergang von 2:3=6 | lg

zu den Exponenten 0,30103 + 0,47712 = 0,77815 oder besser 1g2+1g3 = 1g6

heifit logarithmieren.

Weitere Logarithmenregeln, die sich aus dem Rechnen mit Potenzen ergeben:

lgy =lga—lgb
lga™ =n-lga a, b >0

Lose die Exponentialgleichungen:

Tipp: Schreibe statt 1g32x stets 2x 1g 3.
Die Ubersichtlichkeit wird erhéht, wenn die Faktoren vor dem Logarithmus stehen.

1. 5% =100
2. 32r =290
3. & =5.27

4. 4.57 1 =3
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5% =100

32z = 90
8% = 5.2
4.571 = 3"

© Roolfs

2,861
1,363
1,161

0,437




Exponentialgleichungen kénnen auch durch Anwenden der Potenzgesetze umgeformt werden.

+ Didaktisches

541} 8.3223-1-1
5% = 8.3%.3
(6HT = 24-(3?)"
5%\z
(?) = 24
a® = b
_lgb
YT lga
z = 0,749

Hierbei ist es nicht erforderlich, den Exponenten x als Logarithmus von b zur Basis a zu benennen.

Das erforderliche Vorwissen beschrankt sich auf:

10" = b
r = lgb
a® = b
(10e)" = b
107lea = 10'8? oder direkt: 10%l8a = p
zlga = lgb zlga = lgb
r =5 1)
lga lga

Die in Schulbiichern zu findenden Aufgaben wie:

Bestimme

) 1 0,0625 I 1
a) 1ogy U, ; 08, \37——2;
a

erscheinen mir génzlich iiberfliissig.
Die hierfiir benétigte Zeit sollte mit Sinnvollerem zugebracht werden.

Im KC Ni 2015 wird das Losen dieser Aufgaben jedoch verlangt.
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+ Was sind Logarithmen?

Wir betrachten den Bereich positiver Zahlen R>?.

1‘2‘5‘10‘16‘160‘1000‘

Jede positive Zahl kann als Potenz von 2 (von 10) dargestellt werden.
Einige Exponenten sind ohne Miihe zu ermitteln.

| . | ! 1 | 2 | 5 | 10 | 16 | 160 | 1000 |

‘2—6,6439‘ 9—1 ‘ 920 ‘ 91 ‘ 92,3219 ‘ 93,3219 ‘ 94 ‘ 97,3219 ‘ 99,9658 ‘

| i | ) 1 | 2 | 5 | 10 | 16 | 160 | 1000 |
0

10-2 ‘10— ,3010‘ 100 ‘ 100:3010 ‘ 100-6990 ‘ 101 ‘ 101,2041 ‘ 102:2041 ‘ 103 ‘

Als Basis wire jede andere positive Zahl geeignet.

Die Exponenten heiflen Logarithmen zur jeweiligen Basis.
Eine Multiplikation kann durch Addition der Exponenten ausgefiihrt werden.

Die Logarithmenregeln ergeben sich unmittelbar aus den Potenzgesetzen.

100,3010 . 100,6990 — 101
—_— S
2 5
oder in anderer Schreibweise: 1082 . 10'8% — 10810
—— = —_—
2 5 10

Es gilt hier:  0,3010+0,6990 = 1 oder 1g(2-5) = lg2+1g5

und allgemein: 1gab = lga+lgb

Beachte auf der linken Seite das Produkt ab, fiir eine Summe a + b gibt es keine Regel.
Der Ubergang zu den Exponenten heiBt logarithmieren.

Ermittle begriindet lg —2.
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+ Exponentialgleichungen
Voriiberlegung 3 =9 oder 3 =9
g4z _ 32 (32)2 = 9
dr = 2 |4 92¢ = 9
T = % 2¢ = 1
-

Idee fiir das Losen von Exponentialgleichungen:

Beide Seiten sind mit derselben Basis darzustellen.

4T
(101g4)x
101-1g4
x-lg4d

X

X

3T
(101g3)x
1Oz-lg3
x-lg3

T

Und allgemein: a® =
_ lgb

100 1084 =4,
102

102

lg4
3,322

2 1083 =3, 1082=2
10's2

101g2

lg 2

lg2

lg3

0,6309

a,b>0

lga

Tipp: Bringe die Gleichung auf die Form: a® = b

a) 5% =0,1

b) 4% =20

c) 3% =50

d) 2% =60

e) T°=12-6"
4

Kurzfassung

lg4 = 0,6021 heifit Logarithmus

© Roolfs

8



T &

o
~—

5¢ = 0,1
47 =20
3% = 50
242 — 6
7 =12. 67

+ Exponentialgleichungen

Tipp: Bringe die Gleichung auf die Form:

© Roolfs

v =—1431

z = 2,161

= 3,561

v = 1,477

a® = b (3) =12 x = 16,120




x =23
8 = a3
8=2%

1 Uberblick

a=2>0"
Potenzrechnung
Wurzelrechnung
Logarithmenrechnung
YA
— X
5 y =10
4 .
3
2 .
17 x = 10Y
y=lgx
-3 -2 1 1 5 T
-1
-2 -
-3-
© Roolfs
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+ Grafisches Wurzelziehen

Um die Wurzel aus einer Zahl zu ziehen,
wird ihr Exponent (Logarithmus) halbiert.

8 = 23 |\/ 5 = 22,322 |\/
1 1
VB = (2%)2 V5 = (22322)2
= 23 =2,828 = 21161 — 9 936
© Roolfs
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+ Grafisches Multiplizieren

AY
y=2"
8 .
7,
6 .
a-b=5,629
5 -
4,
b=28143"
a=2 2
1
,/ 1,493 2,493
5 % 4 2 5 1 =@
Bei der Multiplikation werden die Exponenten addiert.
2 = 2! 1,845 — 20884
2,814 = 21,493 3,338 = 2173
22,814 = 2141498 — 22498 — 5 629 1,845 - 3,338 = 208841739 — 92,623 — 159

© Roolfs
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+ Exponentialgleichungen grafisch 16sen

AY
y=2"
8
7,
6,
5,
4,
3
2,
1
,/ 1,585
55 T
Hier werden Exponenten dividiert.
3 =8 5% =7
3 = 21,585 5 = 22,322
8 = 23 7 = 22,807
(21,585)35 — 23 (22,322)35 — 22,807
1585 -2 = 3 2,322 -x = 2,807
z = 1,893 z = 1,209
T © Roolfs
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+ Historisches

Nichts ist von Anfang an vollkommen. John Napier

Die Uberlegungen des Schotten John Napier 1550-1617 zur Vereinfachung mathematischer Berechnun-
gen fiithrten zur Erfindung der Logarithmen. Hierbei werden die Multiplikation auf eine Addition, die
Division auf eine Subtraktion, das Wurzelziehen auf eine Division zuriickgefiihrt. Napier veroffentlichte
1614 die erste Logarithmentafel fiir Winkelfunktionen Mirifici canon logarithmorum descriptio
(Beschreibung der wunderbaren Aufstellung der Logarithmen), an der er 20 Jahre gearbeitet hatte.
Napier’s Definition des Logarithmus unterscheidet sich von der 1728 von Euler eingefiihrten: N = b,
b positive Zahl ungleich 1, L ist der Logarithmus von N zur Basis b. Napier verwendete in seinem
Logarithmensystem die Beziehung N = 107 (1 — 10~7)%.

Im Vorwort steht:

Da nichts, meine hochverehrten Studenten der Mathematik, in der praktischen Mathematik so be-
schwerlich ist und den Rechner mehr aufhélt und hemmt als Multiplikationen und Divisionen grosser
Zahlen sowie Quadrat- und Kubikwurzelziehen aus ihnen, gegen die man wegen ihrer Umstindlich-
keit eine starke Abneigung hat und bei denen sich sehr leicht Rechenfehler einschleichen, so begann
ich zu iiberlegen, durch welchen zuverlissigen Kunstgriff man diesen Hindernissen umgehen kénne.
Nachdem ich hieriiber verschiedentlich hin- und hergedacht, habe ich endlich einige besonders einfa-
che Abkiirzungen gefunden, iiber die ich (vielleicht) spéter berichten werde. Aber unter all diesen ist
keine niitzlicher als diejenige, welche zugleich mit Multiplikationen und Divisionen und den so listigen
und umstindlichen Wurzelziehungen von den zu multiplizierenden, zu dividierenden oder in Wurzel
aufzulésenden Zahlen selbst Abstand nimmt und andere Zahlen einfiihrt, die allein durch Addition,
Subtraktion und Zwei- bzw. Dreiteilung die Stelle der Ersteren vertreten.

Der Astronom und Mathematiker Pierre-Simon Laplace 1749-1827 bemerkte: ,,Durch die Arbeitser-
leichterung infolge der Verwendung von Logarithmen wird das Leben der Astronomen verdoppelt.“

Der Schweizer Uhrmacher Jo(b)st Biirgi 1552-1632 veroffentlichte, ohne Kenntnis von Napiers Arbeiten
zu haben, zu Beginn des Dreifligjihrigen Krieges 1620 seine Logarithmentafel, die aber wenig Beach-
tung fand.

Napier einigte sich mit dem Londoner Professor Henry Briggs 1556-1630 auf die dekadischen Logarith-
men. Briggs erstellte 1617 eine Tabelle mit 14 Nachkommastellen. Die Verwendung von Logarithmen
breitete sich rasch in Europa aus. Napier entwickelte Rechenstéibe, Vorlaufer des Rechenschiebers, mit
denen mehrstellige Zahlen schnell und unkompliziert multipliziert werden konnten. Der Rechenschieber
wurde durch den Taschenrechner abgelost.

Zum Begriff Logarithmus, wir betrachten:

1000 = 103, Basis 10. In 1000 ist die 10 3mal als Faktor enthalten, 1g 1000 = 3
10000 = 10*, Basis 10. In 10000 ist die 10 4mal als Faktor enthalten, lg 10000 = 4
3, bzw. 4 wird als ,,Anzahl der Verhéltnisse“ gesehen, als Logarithmus.

logy 8 = 3, der Faktor 2 ist 3mal in 8 enthalten.

14



+ Berechnung von Logarithmen, Methode von Euler

lgb =7

g5
Idee:

Mit Hilfe des geom. Mittels va - b
wird eine Intervallschachtelung

[an; by] von 5 erzeugt.

Wegen lg(Va - b) = aTer werden
die Logarithmen iterativ

als arithmetisches Mittel bestimmt.

n an b, lgan lgb,

Beginn [ay; b1] = [1; 10] 1 1 10 0 1
2| 3162277 10 0,5 1

[a2; b2] = [Vay - by; 10] 3| 3162277 5623413 0,5 0,75
weil Vap - by = 3,162277 < 5 ist. 4 4,216965 5,623413 0,625 0,75
, 5| 4869675 5623413 0,6875 0,75

Das Logarithmus-Intervall [0; 1] 6| 4869675 5232991 0,6875 0,71875
verkleinert sich auf: 7 4,869675 5,048065 0,6875 0,703125
_ CgaiHlgh oo 8| 4958068  5,048065 0,695312 0,70312
lgagilgbe] = [Z———51 =051 ¢ /ocen6s 5002864 0,695312  0,699218
L 10 | 4980416  5,002864 0,697265  0,699218

Falls vag - by > 5, wird in 11| 4991627  5,002864 0,698242  0,699218
[ax; bi.] die rechte Grenze ersetzt, 12| 4997243 5002864 0,698730  0,699218
desgleichen erfolgt im Logarithmus- 13 4,997243 5,000053 0,698730 0,698974
Tntervall. 14| 4998647  5,000053 0,698852  0,698974
[lg ax; lg by,] verkleinert sich auf: 15 | 4999350  5,000053 0,698913  0,698974
lg ap, + g by 16 | 4999701  5,000053 0,698944  0,698974

g arr1; 18 bpia] = [lg ag; ————] 17 | 4,999877  5,000053 0,698959  0,698974
18 | 4,999965  5,000053 0,698966  0,698974

19 | 4,999965  5,000009 0,698966  0,698970

20 | 4,999987  5,000009 0,698968  0,698970

21 | 4,999998  5,000009 0,698969  0,698970

Die Tabelle ldsst sich auf einfache Weise mit einer Tabellenkalkulation berechnen, siehe hier.
Euler war sich bewusst, dass es schnellere Verfahren gibt.
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