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+ Umfang des Kreises

Welcher Zusammenhang besteht zwischen dem Umfang und dem Durchmesser eines Kreises?
Stelle eine Vermutung auf.
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+ Umfang des Kreises

Um den Umfang eines Kreises mit dem Radius r zu bestimmen,
ndhern wir den Kreis durch regelméflige n-Ecke an (4-Eck, 8-Eck, ...)
Die Kantenlénge eines n-Ecks sei s,,, der Umfang sei U,.

a) Bestimme fiir die n-Ecke (n = 4, 8) jeweils s,, und U,,.

b) Bestimme fiir die n-Ecke (n = 4, 8) jeweils die Zahl (auf 2 Nachkommastellen genau),
mit der der Durchmesser d des Kreises multipliziert werden muss, um U,, zu erhalten.
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+ Umfang des Kreises

S4 = T’\/§
U4 = 4T\/§
U = d-283

f = (0= r=(3))

ss = rvV2—+2
U = 8rv2—+2

Us = d-3,06

Um den Umfang eines Kreises mit dem Radius r zu bestimmen,
ndhern wir den Kreis durch regelméflige n-Ecke an (4-Eck, 8-Eck, ...)
Die Kantenlénge eines n-Ecks sei s,,, der Umfang sei U,.

a) Bestimme fiir die n-Ecke (n = 4, 8) jeweils s,, und U,,.

b) Bestimme fiir die n-Ecke (n = 4, 8) jeweils die Zahl (auf 2 Nachkommastellen genau),
mit der der Durchmesser d des Kreises multipliziert werden muss, um U,, zu erhalten.
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+ Flacheninhalt des Kreises

St — T 2— 2—|—\/§
U16 = 16’1“ 2— 2—|—\/§

U16 = d- 3,12

Fiir ein 64-Eck ergédbe sich: Ugy = d - 3,14

Die Konstante, mit der der Durchmesser d multipliziert werden muss,
um den Umfang U des Kreises zu erhalten, heifit 7.

m = 3,141592653589793238462643383279502884 ...

Fiir einen Kreis mit dem Radius r gilt somit: U= d-7m oder
U= 2mr

Um den Flacheninhalt des Kreises zu ermitteln,
bestimmen wir zuniachst den Flacheninhalt des 16-Ecks:

516+ h Ui - h
A16—Eck = 16- ADreieck = 16- B = 5
Al6-Eck = o (h ~r)
2nr - r
AKreis = 9 = 7 (U16 ~ UKreiS)

Aufgaben:

1. Gegeben: Ugkyeis = 10 cm, gesucht 7.

2

2. Gegeben: Afalbkreis = 4 cm®, gesucht r.

3. Gegeben: Ugypeis = 8 ¢cm, gesucht A.
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Aufgaben:

1. Gegeben:
2. Gegeben:
3. Gegeben:

Losungen:

+ Flacheninhalt des Kreises

Ukreis = 10 cm, gesucht r.

AHalbkreis = 4 ¢cm

2 gesucht r.

Ukreis = 8 cm, gesucht A.

1.7 = 1,59cem

2. r = 1,60cm

3. A = 5,09 cm?

Archimedes (287 bis 212) verwendete ein 96-Eck zur ndherungsweisen Berechnung von 7 =~ 3,14.
Zur Berechnung von 7 existieren viele Formeln:

Leibniz

Fuler

Madhava
Indien, 14. Jh.

Ramanujan
1914

John Machin
1706

Sl o =1

S

3=

N

1 1 1
VI2(1— o5 + + ..

5.32  7.33

Platz nicht ausreichend

)

6 arctan (

Sl

arctan(1)
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1 m naherungsweise

Entnimm der Zeichnung alle Groflen, um 7 n&dherungsweise bestimmen zu kénnen.
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a=7T°
r=18cm

b~ 22cm

2mr AL 22.360 — 7314

T=3 1415926535897
)



+ Auf wie viele Stellen braucht man 77

Berechne den Umfang eines Kreises mit dem Radius r» = 1000 (mm, m, km)

mit den angegebenen Nédherungen.

Ermittle die Abweichungen auf 5 Dezimalen zur Berechnung mit Taschenrechnergenauigkeit.
(Dies sind dann auch die Abweichungen vom exakten Ergebnis.)

Formuliere das Ergebnis fiir p3 und ps; mit Einheiten.

Néherung fiir
D2 3,14
P3 3,142
ps | 3,1416
ps | 3,14159
v | 3,141593
T © Roolfs




+ Auf wie viele Stellen braucht man 77

Berechne den Umfang eines Kreises mit dem Radius r» = 1000 (mm, m, km)

mit den angegebenen Nédherungen.

Ermittle die Abweichungen auf 5 Dezimalen zur Berechnung mit Taschenrechnergenauigkeit.
(Dies sind dann auch die Abweichungen vom exakten Ergebnis.)

Formuliere das Ergebnis fiir p3 und ps; mit Einheiten.

Néherung fiir
D2 3,14
P3 3,142
pa | 3,1416
s | 3,14159
s | 3,141593

Néaherung fiir 7 Umfang (mm, m, km) | Abweichung (mm, m, km), absolut
pe | 3,14 6280 3,18531
D3 | 3,142 6284 0,81469
py | 3,1416 6283,2 0,01469
ps | 3,14159 6283,18 0,00531
s | 3,141593 6283,186 0,00069

T © Roolfs
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+ Ahnlichkeit

Die Figuren sind dhnlich.
Der Inhalt eines Kreises ist jeweils ein stets gleiches Vielfaches ¢ des Quadratinhalts.
Man stelle sich vor, die Figur wird doppelt (dreifach) so groff gezeichnet.

AKreis = AQuadrat q

Das Entsprechende gilt fiir den Kreisumfang und den Radius.

1 © Roolfs
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Mit der Formel (Seite 4) s%n =

+ Iterative Berechnung

ermitteln wir m auf 10 Nachkommastellen.

Néherung fiir 7

(Z2)+ (r = \/r2=(3)")

2
2

Tabellenkalkulation

n-Fck Seitenldnge s

0 4| 1,4142135624

1 8 | 0,7653668647

2 16 | 0,3901806440

3 32 | 0,1960342807

4 64 | 0,0981353487

5 128 | 0,0490824570

6 256 | 0,0245430766

7 512 | 0,0122717693

8 1024 | 0,0061359135

9 2048 | 0,0030679604

10 4096 | 0,0015339806
11 8192 | 0,0007669904
12 16384 | 0,0003834952
13 32768 | 0,0001917476
14 65536 | 0,0000958738
15| 131072 | 0,0000479369
16 | 262144 | 0,0000239684

mit dem GTR

1. v2in A (z.B.) mit speichern.

2. Eingabe Homebildschirm

3,1403311570 ...
3,1412772509 . ..

3,1415138011 ...
3,1415729404 . ..
3,1415877253 ...
3,1415914215 ...
3,1415923456 . ..
3,1415925766 . ..
3,1415926343 . ..
3,1415926488 . ..
3,1415926524 . ..
3,1415926533 ...
3,1415926535 . ..

A2
T

(-5 s

3. 16-mal ENTER

4. Ergebnis mit 262144 multiplizieren und durch 2 dividieren.

© Roolfs

, 7 =1, s4 =2 (Quadratseite)

s ist mit n zu multiplizieren (Umfang, U = 7d)

und durch 2 zu dividieren.
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+ Umfénge ein- (.S,,) und umbeschriebener (7},) Polygone

\

S1 T
Fiir die Polygonumfinge existieren die Rekursionsformeln! S, = \/S,_1T},, T), = M
n—1t1Tn—1

Anzahl Ecken n T,, aulen S,, innen S /2
4 18 42 2v/2

8 2 6,62741700 6,12293492 3,06146746

16 3 6,36519576 6,24289030 3,12144515

32 4 6,30344981 6,27309698 3, 13654849

64 5 6,28823677 6,28066231 3,14033116

128 6 6,28444726 6,28255450 3, 14127725

256 7 6,28350074 6,28302760 3, 14151380

512 8 6,28326416 6,28314588 3, 14157294

1024 9 6,28320502 6,28317545 3, 14158773

2048 10 6,28319024 6,28318284 3,14159142

4096 11 6,28318654 6,28318469 3,14159235

8192 12 6,28318562 6,28318515 3, 14159258

16384 13 6,28318538 6,28318527 3, 14159263

—» 27 =6,28318530..., m=3,14159265...

© Roolfs
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https://www.math.uni-sb.de/service/preprints/preprint379.pdf

+ Beweilse

Sn = SnflTn
% = % \ beachte den Wechselwinkel, &hnliche Dreiecke, mit z.B. 8 erweitern
2571 _ Sn
Sp o Tn/2

—> Behauptung

T — 25, 1Th—1
" Sp—1+Th—1
BP _ TL
BF  CF
= BF_—CD | beachte den Wechselwinkel, dhnliche Dreiecke, mit z.B. 8 erweitern
25,1 T,

n
Tn—l a Tn—l_Tn/2

—> Behauptung
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+ 7 mit dem Verfahren von Cusanus

Der Kardinal und Gelehrte von Kues 1401-1464, lat. Cusanus, hatte eine ausgefallene Idee,
7 zu ermitteln. Mit einem Quadrat vom Umfang U (hier U = 8) beginnend werden schrittweise

Vielecke mit gleichem Umfang erzeugt, die sich einem Kreis mit dem Radius r annéhern.
U

Mit der Ndherung r,, fiir » und U = 27r,, kann 7 ermittelt werden, 7 = 9y -

A

B
E
. ry=ME
S1 = MB
- >

Fiir das Quadrat ist der Inkreisradius 7; = 1 und der Umkreisradius s; = v/2, es gilt

2mry < U < 27s;.
Wir gehen nun zum blau gefarbten Vieleck {iber, das offensichtlich? den gleichen Umfang hat.
Fiir U ergibt das mit den In- und Umbkreisradien die Abschétzung 27ry < U < 27ss.
A

s F X

TQZMF
SQZMD

T © Roolfs
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Die Radien 75 und ss lassen sich leicht aus r; und sy ermitteln.

Begriinde CD

Anzahl Ecken
4

8

16

32

64
128
256
512
1024
2048
4096
8192
16384
32768

16

— m=3,14159265. ..

leME
s =MB=MG

TQZMF
SQZMD

r9+59

= /T3 S92 USW.

4/r,

4,00000000
3, 31370850
3, 18259788
3, 15172491
3,14411839
3,14222363
3,14175037
3, 14163208
3,14160251
3,14159512
3, 14159327
3, 14159281
3, 14159269
3, 14159266

A
G
A \ F / B
. E
\ /
\ /
\ /
~ \ / —
\ / _
\ / -
~ N\ |/ -
SO\ -
1 —_—
=35 B
= 7“1—;81 Fortsetzung des Verfahrens r; =
= \/r9 -5, Kathetensatz
2nr, < U <2ms, = (U=8) 4/s,<m<4/r,
n T Sp 4/s,
1 1 V2 2, 82842712
2 1,20710678 1, 30656296 3,06146746
3 1, 25683487 1,28145772 3,12144515
4 1,26914630 1,27528715 3,13654849
5 1,27221673 1,27375102 3,14033116
6 1,27298387 1,27336739 3, 14127725
7 1,27317563 1,27327150 3, 14151380
8 1,27322357 1,27324753 3,14157294
9 1,27323555 1,27324154 3, 14158773
10 1,27323855 1,27324004 3, 14159142
11 1,27323930 1,27323967 3,14159235
12 1,27323948 1,27323958 3, 14159258
13 1,27323953 1,27323955 3,14159263
14 1,27323954 1,27323955 3,14159265



CD

Tn+1

Sn+1

+ 7 mit dem Verfahren von Cusanus

1 —_—

5 AB

n+Sn
2

= \/Tn+1 " Sn

Kathetensatz

r,=MEFE
S, =MB=MG

Tny1 = MF
Spn+1 = MD

Die GesetzmiBigkeiten sind unabhingig vom Offnungswinkel
des Kreissegments, da dieser in den Rechnungen nicht erscheint.

Vertiefung fiir den 11. Jg.

Mit geometrischer Anschauung ist evident, dass die Folge der Inkreisradien streng monoton wéchst,
die Folge der Umkreisradien streng monoton fallt und beide Folgen gegen den gleichen Grenzwert
konvergieren.

Dass mit [r,,; s,] eine Intervallschachtelung vorliegt, wird mit s2,, —r2,; = % (s2 —r?) gezeigt.

Dies folgt durch Einsetzen aus den Rekursionsformeln.

52— 12
s2—r2
s2—r?2
S10 — 7"%0

(510 — 710)(S10 + T10)

510 — 710

0<s,—r1y,

1
4
1
42
1
43
1
49
1
49
1 1
49(810+7“10) < 249
1
5 4T

(57 -1r3) =1 (v2 —17) =

17

1
4
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