10.

11.

12.

13.

Komplexe Zahlen

Multiplikation

Einheitswurzeln /1

Eulersche Formel

Begriindung mit Potenzreihen

Komplexe Funktionen
Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen
Quadratische Abbildung

Polynome

Joukowski-Profil

Komplexes Kurvenintegral mehrere Seiten
Residuen

Komplexe Zahlen Rechenregeln



+ Komplexe Zahlen

Wir betrachten die Punkte P(a | b) der xy-Ebene, genauer die Elemente [a, b] aus R2.
Sie entsprechen den 2dimensionalen Ortsvektoren und werden durch Pfeile (hier Zeiger genannt)
veranschaulicht.

Aus der Vektorrechnung iibernehmen wir die Addition und die Skalarmultiplikation.
[a,b] + [¢,d] = [a+ ¢,b+ d]
ela,b] = [ea, eb] Mit e ist [e, 0] gemeint.

Dies ermoglicht die Darstellung:

[a,b) =a-[1,0]+b-[0,1] =a+ bi mit der Abkiirzung ¢ = [0, 1]
AY

bf——-—-—————-————- ‘z—[a,b]
\
\
;] =l
|
L ‘

a T

Das Element z = [a, b] kann auch durch die Zeigerlénge | z | und den Winkel ¢ erfasst werden,
den der Zeiger mit der positiven z-Achse einschliefit.

tangng, |z|= Va?+b?
Dies ermoglicht die Schreibweise in Polarform: z =|z| £ ¢

Was ist nun unter z7 - 29 zu verstehen?
Hierzu verwenden wir fiir

(—=2)-[3,1] =[-6,—2]  die neue Schreibweise:
(| —2] £ 180°) - (v/10 £ 18,4°) = 21/10 £ 198,4°

T © Roolfs




+ Multiplikation

Die Multiplikation wird in naheliegender Weise auf alle Elemente erweitert:
a-zn=(alZe) (|2]Le)=lallzlZoa+¢

Sie stellt also eine Drehstreckung dar.
Die Betrédge werden multipliziert, die Winkel addiert.

z3(21 + 22)
2321 + 2329

Hier wird mit z3 =1,5290° = [0,1,5] = 1,54
multipliziert.
Bei einer Drehstreckung gehen Parallelogramme in Parallelogramme iiber.

Das ist die geometrische Version des Distributivgesetzes.
Nun bekommt auch 7 -7 = —1 einen Sinn, sowie i = v/—1.

(a + bi) - (¢ + di) kann (distributiv) ausmultipliziert werden.
Das Ergebnis lautet: ac — bd + (be + ad)i

Die Division ist fiir Elemente (komplexe Zahlen) in Polarform besonders einfach.

- L__1 1 o _
Probe: (|z] Z¢) - (ﬁé 360° —p) =1 Statt 360° — ¢ ist —p moglich.

Die Umwandlung von der Polarform z =|z| £ ¢ in die Normalform z = a + bi erfolgt mit
a=|z| cose

b=|z|-sing

© Roolfs




+ Einheitswurzeln /1

Sein =3
Gesucht sind die Zahlen z, fiir die 2% = 1 gilt.
Unmittelbar einsichtig:
Z0 — 1
1

z] = 1453600

2y = 14%3600

Die Normalformen liefern die Koordinaten der Eckpunkte des regelméfligen 3-Ecks.

T © Roolfs




+ Einheitswurzeln /1

Sein=>5
Gesucht sind die Zahlen z, fiir die 2° = 1 gilt.
Unmittelbar einsichtig:

2021
2 = 14%3600
2y = 14%3600

Die Normalformen liefern die Koordinaten der Eckpunkte des regelméfligen 5-Ecks.

Z1
29
zZ0 — 1
23
0
24
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+ BEulersche Formel

Nach Euler (1707 - 1783) gilt: e* = lim (1 + %)n

n—oo

. T .. . X z? z? z? z°
Ein Ausmultiplizieren fiihrt zur Reihe: e* =1+ T + T + a + T + = + ...

Dies kann aufs Komplexe erweitert werden, = wird durch iy ersetzt,
 wird hierbei im Bogenmaf} gemessen.

e = lim (1 + %)n

n—oo

. ; . \2 . \3 . N4 . \5
Ausmultiplizieren ergibt: e =1+ Zl—(‘f + (Z;) + (Z;) + (ZZ) + (Z;) + ...

. N
Schauen wir uns (1 + E) genauer an.

>R

Nun wird fiir 2 =1/ ¢ die Darstellung z = lim (1 + %)n, kurz z = €', versténdlich.
n—oo

Mit dem Vorigen erhalten wir die Eulersche Formel: e?? = cos ¢ + isin ¢

Auf der néchsten Seite wird sie genauer untersucht.

Komplexe Zahlen z =|z| Z ¢ werden iiberwiegend in der Form z = re’?, r =| 2|, geschrieben,
da die vertrauten Eigenschaften der e-Funktion auch hier vorliegen.

T © Roolfs
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+ Begriindung mit Potenzreihen

Die Potenzreihe

) . . 2 . 3 . 4 - 5
e = 1—1—%—1— (Z;) + (Z;) + (Zf!) + (Z;) + ... kann zerlegt werden.
2 4 3 5
® ® P ¥
= cosp+ising
. x x3 z° z’
2 4 6
cosle—%—i—%—%—i——...

ip

Durch die Multiplikation mit ¢ steht jeder Term senkrecht zum Vorherigen.

Die Sinusterme bewirken eine Intervallschachtelung auf der vertikalen Achse,
die Cosinusterme auf der horizontalen Achse.

© Roolfs




+ Komplexe Funktionen

SRR
00 0000 s,
AR

QR
LA
L,

A

z=0.2..1+1 (Maple)

Kleine Quadrate (Vielecke) werden auf kleine Quadrate (dhnliche Vielecke) abgebildet.
Eine komplexe differenzierbare (analytische) Funktion ist lokal eine Drehstreckung. Alle Vektoren
z — zg, die von einem Punkt zy ausgehen, werden um dengleichen Betrag gestreckt und gedreht.

P ~ T
~ / - Ufl)
f(z) = f(z0) =~ [f'(20) - (2 — 20) § gkm\
i S&'LQ Z3
f(20) “ 2
i %U’X\ 20
21
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+ Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen

Eine differenzierbare Funktion bewirkt lokal eine Drehstreckung mit f’(zg), f'(z0) # 0 vorausgesetzt.
Das Bild eines infinitesimalen Quadrats ist wieder ein Quadrat. Dieser Sachverhalt wird auch durch

Beziehungen zwischen den partiellen Ableitungen erfasst.

iA

N
(bb:
<
J) 49,7

Aus der vergroflerten Grafik konnen wir die Beziehung erkennen
(Multiplikation mit ¢ bewirkt eine Drehung um 90°):

1A f = A0y f
und somit
10 f = Oy f

Genaueres ist durch Einfiigen von f = u + iv zu sehen:
10z (u +1v) = 9y(u + iv)
Durch Vergleich von Real- und Imaginé&rteil erhalten wir:

Oyu=0yv und 0yv=—0yu

Aus  f'A =A0.f folgt [f/'=0.f und
aus  fliA = A9, f folgt f'=—i0,f.

Fir f(z) =23 = (z +iy)® ergibt sich durch Ausmultiplizieren u + iv = (2® — 3xy?) + i (32%y — v?).

Die scheinbare Unordnung wird mit

Opu=32>-3y>=09,v und 0O,v="6xy=—0yu beseitigt.

T © Roolfs
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Wird  f(2) — f(20) & f'(20)(2 — 20)
auf die z-, bzw. y-Richtung begrenzt,
liegen partielle Ableitungen vor.
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+ Quadratische Abbildung

flz) =2
Der Kreis t — m +re', ¢=0,27] AY
mit dem Radius » = 0,75
und dem Mittelpunkt m = a 4 0,3¢ wird durch f abgebildet. 14 ~~—>=_
// \
/ \
| \
l A m |
\ _ /
1,/
N N _ 2
a=06 a=1
-1 1
AY
AY
- 2 .
1 14

!
_
-
Y
Tod
—
Y




Der Kreis t — e, t =0, 2n]
wird durch f abgebildet.

f(z) =222+ 2 AY

+ Polynome

f(z)=224+22+2

g
<

N

© Roolfs
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f) =2+

Der Einheitskreis ¢ — e, ¢ = [0, 27]
wird durch f(a + rz) abgebildet.
r=la+1]|

a=0,240,3¢
a=0,240,5¢
a=0,140,3¢
a=0,3+0,3¢

+ Joukowski-Profil

>

)

>

Y

20 15 -10 -05 05 10—+ ;
1,07\
20 -15 -10 -05 05 10 15 —20
AY
1,0-
0,5-\
20 -15 -10 -05 05 10 15 20
AY
1,0-
075/\
20 -15 -10 -05 510 15 20

Maple: complexplot(f(a+r*exp(I*t)), t=0..2*Pi);

T

© Roolfs
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+ Komplexes Kurvenintegral

Das wohl wichtigste Ergebnis lautet (die Bedeutung ist an dieser Stelle noch nicht zu erkennen):

Y{ldz:%m'
z

|z=r

Hier wird iiber eine geschlossene Kurve (Kreis mit dem Radius r) integriert.

Die komplexe Integration ist eine naheliegende Verallgemeinerung der reellen Integration.
An die Stelle des Integrationsintervalls tritt eine Kurve (ein Weg) in der komplexen Ebene.
Das Integral wird durch eine Summe genéhert:

/ F(2)de =Y flz)Az A
K n
| K
AZQ
AZl
Mit einen Weg K: t — g(t), t=|a,b]
erhalten wir
b
/f(z) dz = /f(g(t))g'(t) dt beachte Az; ~ ¢'(t;) At;
K a

Ein Kreis um den Ursprung mit dem Radius r wird erfasst durch: g(t) = re, t = [0,27]
Das obige Ergebnis kann leicht mit ¢/(¢) = rie® bestitigt werden.
Es ist jedoch auch ohne Rechnung zu sehen.

Sei zunédchst r = 1.

Die Multiplikation von Az; mit %Z dreht Az; in die Vertikale,
da Az; senkrecht (/) auf z; steht. ]
Die Summation aller Az; ergibt (=) 2mi.

dz = idy

z

Das Ergebnis ist vom Radius unabhéngig. %2

Die Betrige von z; und % sind r und % 7

und das Produkt ist 1. w&
1
2z

Ersetzen wir % durch Zz, so ist mit r zu multiplizieren statt zu dividieren.

Z dz = 2mir? = 2i(umschlossene Fliche) Das Ergebnis kann verallgemeinert werden.
|2|=r
Beachte: ab = (z —iy) (2’ + iv/) = (z2’ + yy') +i(xy’ — y2')
Der Imaginiirteil xy’ — y2’ kann als Parallelogramminhalt interpretiert werden (siehe Determinanten).
Der Realteil verschwindet in diesem Zusammenhang.

T © Roolfs
12



+ Komplexes Kurvenintegral
Das Integral wird durch eine Summe genéhert:

[fe1d:~ 3 s
K n

\Y

AZ,‘

Jedes f(z;) dreht und streckt Az;.
Die sich ergebende Vektorkette wurde nicht gezeichnet.
Besonders einfach ist die Berechnung, falls f eine Stammfunktion F' besitzt (F' = f).

F(ziy1) — F(z)

Ri+l — %

F(zig1) = F(zi) =~ f(2) - (zit1 — 21)

Q

f(zi)

Damit gilt:

/f(z) dz ~ Z (F(zi41) — F(2)) = F(b) — F(a) a Anfangs-, b Endpunkt
K n

Das beinhaltet die Wegunabhéngigkeit.
Fiir geschlossene Wege folgt:

szf(z)dz =0

T © Roolfs
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+ Komplexes Kurvenintegral

7{1dz:2m'
z

|z[=r

Fiir die weitere Entwicklung wird die Form

bendtigt.

Die Naherungssummen stimmen iiberein.

Der Kreis mit den Mittelpunkt ¢ und dem Radius r wird erfasst durch:

gt) =a+ret, t=10,27]

Nicht Uberzeugte rechnen nach:

L. =2m

© Roolfs
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+ Residuen

22

Wir ermitteln das Integral von f(z) =

2
z
jq{zldz

K

iiber einen einfach geschlossenen Weg.

Hierzu schreiben wir fiir den Zahler 22 = [(z — 1) + 1]? und finden:

)= (=1 42+ ——

z—1

Nun kénnen die Terme einzeln integriert werden.

Einen Beitrag liefert lediglich der Term % Das ergibt:
-

2
7{ c_dz = 2mi
z—1

K
.. 3 .
Fir f(z) = e erhalten wir
) =(z—1) 434+ —— 4 1 Zihler 23 = [( — 1) + 1]
z—1  (z2—1)2
Das ergibt:
2 4z =3 2mi = 6mi
fm Z =90 4Tl = 071
K

3 ist das Residuum der Funktion an der Stelle z = 1.

Fir f(z) = 81;2 erhalten wir mit
3 5 7
sing = = -2 4+ 2 _Z 4

. 1
das Residuum ——.

3!
Das ergibt:
j{SHZZ dz = _L. 271
z 3!
K
T © Roolfs
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+ Komplexe Zahlen, Rechenregeln

Es seien a, b, c, ... reelle Zahlen, C sei die Menge aller geordneten Paare [a, b].
Mit C werden die Punkte in der xy-Ebene beschrieben. Die folgenden Definitionen zeigen,
dass es moglich ist, die Paare [a, b] selbst als Zahlen aufzufassen:
Man erhélt in C eine Addition und eine Multiplikation, wenn man je zwei Paaren [a, b] und [c, d]
eine Summe und ein Produkt zuordnet:
[a, b]+[c,d] = J[a+e b+d]
[a, b] - [e, d] = [ac—bd, bc+ ad]

Die Definitionen der Summe und des Produktes sind so gewéhlt, dass alle fiir reelle Zahlen giiltigen
Rechengesetze auch beim Rechnen mit den Paaren [a, b] giiltig bleiben.

Die Distributivitéit soll nachgewiesen werden, es ist:
[a, b] - (e, d] +[e, f]) = la(c+e) —bld+ f), blc+e)+a(d+ f)] und
[a, b] - [e, d] + [a, b] - [e, f] = [(ac - bd) + (ac — bf), (be+ ad) + (be + af)]

Da Distributivitét fiir das Rechnen mit reellen Zahlen besteht, ist hieraus die Giiltigkeit der
Distributivitét in C ersichtlich:

[a, b] - ([e; d] +[e, f]) = la, b]-[¢, d] +[a, b] - e, f]

Die Elemente [a, b] von C heiflen komplexe Zahlen.

Als Symbol fiir eine komplexe Zahl [a, b] wird ein einziger Buchstabe z verwendet.
Betrachten wir nun die komplexen Zahlen der Form [a, 0].

Aus den Definitionen von Addition und Multiplikation folgt:

@, 0)4+[c. 0] = [a+c 0
[a, 0] -[c, 0] = Jac—0-0,0-c+a-0] = ]Jac, 0]
Hieraus ist zu erkennen, dass mit den Paaren [a, 0] genau so gerechnet werden kann wie mit den
reellen
Zahlen. Man kann daher das Paar [a, 0] mit der reellen Zahl a identifizieren. Demzufolge kann den
Ausdriicken a + [¢, d] und a - [¢, d] ein Sinn gegeben werden, ndmlich
atled = [o0]+[d = la+c d
a-le,d] = a,0]-[c,d] = [ac—0-d,0-c+ad] = Ilac, ad]

Aus der letzten Zeile folgt, dass eine komplexe Zahl z = [a, b] stets in der Form

z = |a, 0]+1[0,b] = a-[1,0]+b-][0, 1]
geschrieben werden kann.

[1, 0] ist mit der reellen Zahl 1 zu identifizieren, das Paar [0, 1] wird mit ¢ abgekiirzt.

Damit ergibt sich fiir z die normierte Darstellung: 2z = [a, b] = a+b-i.
a ist der Realteil von z, b der Imaginérteil; symbolisch: a = Re[z], b = Im|z].
Komplexe Zahlen der Form [0, ] = b4 heilen rein imaginér, i ist die imaginére Einheit.
Die wichtigste Eigenschaft von ¢ besteht darin, dass

i? =10,1]-[0,1] = [0-0-1-1,1-0+0-1] = [-1,0] = —1 ist.
Damit ist die Schreibweise i = v/—1 moglich.
T © Roolfs
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